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ПРЕДИСЛОВИЕ 



Настоящий перевод сделан с французского изда¬ 
ния 1768 г. При переводе „Анализа бесконечно 
малых" было решено в соответствии с порядком из¬ 
дания всей серии классиков строго придерживаться 
подлинного текста. Все формулы поэтому точно пе¬ 
редают оригинал. Это не могло не отразиться на стиле 
изложения, поневоле отступающего иногда от пра¬ 
вильной речи, ибо формулы у Лопитлля нередко 
врываются в середину фразы самым неудобным для 
нас образом. Точно так же, за немногими исключе¬ 
ниями, дословно передается и терминология автора. 

Чертежи представляют собой почти точные копии 
с чертежей издания 1768 г., поскольку первого изда¬ 
ния книги найти не удалось ни в московских, ни в ле¬ 
нинградских библиотеках. Неполностью или не вполне 
точно вырисованные кривые сохраняются в том же 
виде; только в немногих случаях, когда, например, 
нехватает какой-нибудь буквы, внесены исправления, 
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К книге мною приложены некоторые примечания, 
частью разъясняющие принятые Лопиталем обозначе¬ 
ния, частью представляющие собой справки, предна¬ 
значенные для лучшей исторической ориентировки 
в этом старом математическом сочинении, частью на¬ 
конец служащие пояснениями к отдельным местам. 

Примечания последнего вида не претендуют на 
исчерпывающую полноту и не имеют целью дать ком¬ 
ментарии ко всем сколько-нибудь трудным задачам, 
требующим некоторого внимания при решении; дело 
читателя самому разобрать их. Их назначение в ука¬ 
зании того или иного редко встречающегося в совре¬ 
менных учебниках свойства кривой, на котором 
основывается Лопиталь, некоторых его ошибок и т. п. 
Все редакционные примечания помещены после текста 
и отмечены арабской нумерацией. 

В квадратные скобки вставлены для связи слова, 
отсутствующие в оригинале. 


Л, Юшкевич 
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Официальной, хотя и не фактической датой рожде¬ 
ния современного диференцналыіого исчисления был, 
как известно, май 1684 г., в котором Лейбниц 
опубликовал первую статью, в сжатой и малодоступ¬ 
ной форме излагавшую основные принципы нового 
анализа і). Наряду с введением специального знака 

Ноѵа теіііосіиз рго тлхітіз сі тіпішіз, і^ет^ие Іап- 
^епІіЬиз ^иае пес (гасіаз пес іггаііопаіез ^иап111а^е8 тогаіиг, 
е1 зіп^тціаге рго Шіз саісиіі ^епиз, Асіа егисШогшп 1684. 
См. іеіЬпіг. МаІН. ЗеНг., Ііз^. ѵоп ОегИагсИ, т. V, стр. 220 
и след. Немецкий перевод Г. Ковалевского в серии клас¬ 
сиков Оствальда, № 162, ЬеіЬпІг, ОЬег сііе Лпаіузіз 
сіез Ііпепсііісііеп. 

В дальнейшем я совершенно не касаюсь соответствую¬ 
щих работ Иьютопл, более ранних, чем статьи Лейбница, 
но опубликованных, за исключением „Математических на¬ 
чал естественной философии**, в которых подробного изло¬ 
жения теории флюксий также нет, значительно позднее, 
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для выражения дифсренциалов, приращений величин, 
в ней приведены без доказательства правила вычисле¬ 
ния дифсренциалов суммы и разности, произведения, 
частного, степени и корня и даны указания, как при¬ 
менять диференциалы при изучения максимумов, ми¬ 
нимумов и точек перегиба кривых, при проведении 
касательных, Лейбниц ясно понимал значение пред¬ 
лагавшегося им общего алгорифма, названного им 
самим „диференциальным исчислением", и его пре¬ 
восходство над более специальными методами, ранее 
практиковавшимися для решения инфинитезимальных 
проблем и в частности плохо и лишь иногда справ¬ 
лявшимися с иррациональностями. Понято это вскоре 
было и другими, правда немногочисленными, математи¬ 
ками. Уже в 1685 г. шотландский ученый Джон Крэг 
выпустил одну работу, употребляющую лейбницевы 
обозначения, его диференцирование иррациональ¬ 
ностей и способ проведения касательных ^). Бли¬ 
жайшие же годы после выхода в свет „Нового 
метода" дали Лейбницу двух талантливейших со¬ 
трудников в лице братьев Якова и Иоганна Бер¬ 
нулли. Этот триумвират в течение десятилетия значи¬ 
тельно углубил применение диференциального исчисле¬ 
ния к различным задачам математики и механики, . 

В 1686 г. Лейбниц вводит понятие о кривизне 
линий в точке, измеряющейся кривизной того круга, 

С г а і 2» МеіЬосІиз Іі^игагит Ипеіз гссііз еі сигѵіз 
сотргеЬепзагит ^иайга1и^аз беіегтіпапді. 
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который образует с кривой в этой точке наименьший 
угол смежности, т. е. соприкасающегося круга. При 
этом, правда, он допустил ошибку, утверждая, что 
соприкасающийся круг имеет два прикосновения к 
кривой, т. е. проходит через четыре бесконечно 
близкие точки кривой ^), ошибку, которую исправил 
Яков Бернулли в 1692 г. 2). В том же году он 
публикует первую статью, в которой встречается знак 
интеграла и выясняется природа исчисления, обрат¬ 
ного диференциальному и по диференциальным урав¬ 
нениям определяющего „суммарные" уравнения (слово 
„интеграл" вводится Яковом Бернулли в 1690 г.) з). 
В 1689 г. Лейбниц ставит задачу об отыскании линии, 
названной им изохроной и обладающей тем свойством, 
что падающая по ней тяжелая точка в равные вре¬ 
мена спускается по вертикали на равные отрезки; он 
доказывает затем, что изохроной является полукуби¬ 
ческая парабола. В 1692 г. он занимается линиями, 
служащими местом точек пересечения соседних „бли¬ 
жайших" кривых, принадлежащих к некоторому се¬ 
мейству и зависящих от переменного параметра, 
т. е. огибающими („Ііпеае сопсигзит" по его терми¬ 
нологии), причем дает известное правило нахожде- 

1) Месіііаііо поѵа сіе паШга ап^иіі сопіасіиз е! озсиіі 
іеіЬпіг, МаіН, 8сНг., т. VII, стр. 326 и след. 

2) Л а с. В е г п о и 11 і, Орега, т. I, стр. 473 и след. 

2) Ве ^сотеігіа гесопсіііа еі апаіузі іпсІІѵізіЫІІит 
аіяие іпііпііогшп, іеіЬпіг, МаіН, ЗсНг., т. V, стр. 226 
и след. 
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ПИЯ их уравнений і); к этому же вопросу он возвра¬ 
щается в 1694 г. 2). В 1692 же году им рассматри¬ 
ваются в связи с вопросом о развертках так назы¬ 
ваемые параллельные линии. В 1693 г. он пользуется 
при интегрировании диференциальных уравнений 
бесконечными рядами на основе метода неопределен¬ 
ных коэфициентов, В 1695 г. Лейбниц (и' независимо 
от него Иоганн Бернулли) находит диференциал для 
общего показательного выражения ^), 

Братья Бернулли познакомились с первой работой 
Лейбница в 1687 г. Разбор ее несомненно доставил 
им немало затруднений; вместе с тем, оценив ее по 
достоинству, они оба стали убежденными сторонни¬ 
ками днференциального исчисления. С 1690 г. они 
начинают публикации своих работ по этому вопросу. 
Так, в указанном году Яков Бернулли выводит и 
интегрирует диференциальное уравнение упомянутой 
лейбницевой изохроны и ставит задачу об определе¬ 
нии линии, образуемой подвешенным за два конца 
гибким канатом. Эту проблему вскоре же разрешают 
Гюйгенс, Лейбниц и младший брат Иоганн, впервые 
при этом—в июне 1691 г.— публикующий работу по 
новому анализу. В 1691 г. Яков Бернулли детально 

1) Ве Ііпеа ех Ііпеіз іштего іпПпіІіз огсііпаііт сіисііз 
іпісг зе сонспггепНЬиз Гогіпаіа еазяие отпез Іап^епіе, 
ІлпЬпіг. МаіН. Зсііг., т. V, стр. 266 и след. 

-) Ноѵа саісиіі сіійегепііаііз аррИсаіІо е( изііз е!с., 
іеіЬпіг, МаіН. ЗсНг.у т. V, стр. 301 и след. 
іеіЬпІг, МаіН. 8сНг., т. V, стр. 323. 
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изучает различные свойства (перегибы, касательные, 
площади, развертки) параболической спирали и вво¬ 
дит полярные координаты; в 1692 г. исследует ло¬ 
гарифмическую спираль и ее каустики отражения и 
преломления; в 1694 г. он дает выражение для 
радиуса кривизны (для прямоугольных координат в 
виде сІ8^: [сіх сісіу) '). Иоглнн Бернулли далее в 1692 г. 
дает набросок диференциального 2) и интегрального з) 
исчислений, о первом из которых еще будет итти 
речь ниже. Наконец, оба брата и Лейбниц интегрируют 
в этот же период ряд диференциальных уравнений. 

К середине 90-х годов XVII в. накопилось таким 
образом большое количество материала по новому 
анализу. Казалось даже — разумеется, ошибочно, — 
что в одной части его, диференциальном исчислении, 
все сделано, и например, Лопитлль в первом своем 

1) 1 а с. ВегпоиИі, Орега, т. I, стр. 431 и след. 
.442 н след., 491 и след., 578. 

2) Іо1іаппі5 ВегпоиИі, ЬесІІопез сіе саісіііо сііі- 
Іегепііаііигп. Впервые опубликовано в 1922 г. в ѴегНапсіІип- 
^еп сіег ЫаІиг/огзсН. ОезеІІзсНа/і іп Базеі^ т. 34, стр. 1 
и след. Немецкий перевод П. Шафхейтлипа в серин класси¬ 
ков Оствальда, № 211, ІоЬ. Вег пои! И, Оіе Оійегеп- 
ІіаІгесЬпипб. 

3) Ьесііопез таІЬетаІісае сіе теШосІо ініе^гаИит, Іоіі. 
ВегпоиИі, Орега, т. III, стр. 385 и след. Немецкий (не¬ 
полный) перевод Г. Ковалевского в серии классиков Ост¬ 
вальда, № 194, „Оіе егзіе Іпіе^гаігесііпип^". В этой книге 
дается множество квадратур, ректификаций, исследуются 
эволюты, каустики, изучается цепная линия и т. д. 
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письме к Лейбницу писал, что оно представляется 
ему „уже завершенным^ ^). 

Этот материал был разбросан по журнальным 
статьям, посвященным тем йли иным отдельным во¬ 
просам и притом доступным лишь крайне немного¬ 
численным специалистам. Вместе с тем отсутствовало 
какое-либо руководство, которое систематически изла¬ 
гало бы основные приемы анализа с самого начала и 
позволило бы расширить круг лиц, работающих в этой 
области. Задачу составления подобного курса по 
диференциальному исчислению взял на себя Лопитлль. 

II 

Маркиз Гильом-ФрлнсУА Лопитлль родился в 1661 г., 
умер в 1704 г. В молодости, как и многие другие 
дворяне, военный, он рано оставил службу по слабо¬ 
сти зрения и всецело отдался занятиям математикой. 
Безусловно талантливый и одаренный, он выдвинулся 
в 90-х годах на весьма видное место в школе Лейб¬ 
ница благодаря как своей научной деятельности, так 
и своему положению; участник ученого кружка, груп¬ 
пировавшегося вокруг известного философа Млль- 
БРАНША, член Парижской академии наук, человек, 
близко стоявший к редакции Лоигпаі йез Бдаѵапз, 
одного из редких тогда научных журналов, он не¬ 
сомненно пользовался большим весом и влиянием. 
Вероятно, это обстоятельство, как и немногочисленность 

9 ІеіЬпіх. МаІН, 8сНг., т. II, стр. 216. 
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знатоков нового анализа, послужило тогда причиной 
преувеличенной оценки его как ученого первого 
ранга; на самом деле пролагателем новых путей он 
не был. Даже Боссю, вообще говоря, относящийся 
к ЛопитАЛіо очень благожелательно, отмечает, что 
„может быть, при жизни его чрезмерно возвысили" ^). 

Вместе с тем заслуги его перед математикой 
оказались весьма значительными, и своими работами 
он заслужил почетное место в ее истории. 

Мы не располагаем точными сведениями о том, 
каким образом Лопиталь познакомился с новыми 
идеями, развивавшимися Лейбницем. Сам он в одном 
письме к последнему от ноября 1694 г. рассказывает, 
что еще за шесть лет до того, т, е. в 1688 г., прочел 
его „Новый метод" и в результате изучения его са¬ 
мостоятельно составил довольно подробные записки 
по диференциальному исчислению 2), Иоганн Бер¬ 
нулли же говорит, что анализу обучал Лопиталя он з). 
Можно думать, что оба утверждения эти не противо¬ 
речат в основном друг другу. Лопиталь мог, ра¬ 
зумеется, прочесть статью Лейбница; но надо пола¬ 
гать, что глубоко в тайны нового анализа он не 
проник. Известно, что в 1692 г. Иоганн Бернулли 
Приехал в Париж, откуда отправился по приглашению 

СЬ. В о 88и I, Нізіоіге ^^пёгаіе сіез таіііётаіщиев, 
^агІ8 1810, т. II, стр. 50. 

ІеіЬпІх, МаіН. 8сНг,, т. II, стр. 250 и след. 

М. Сапіог, Ѵогіезііпдеп йЬег Оезсііісійе сІегМаіЬе- 
піаіік, т. III, стр. 223. 


2 Зак. 2061. — Лопиталь. 
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Лопитлля в поместье последнего в Турени, где они 
провели в совместных занятиях четыре месяца. Нельзя 
не думать, что роль ученика в них играл Лопиталь, 
менее посвященный в эти вопросы, ничем себя в этой 
области не проявивший и по способностям уступав¬ 
ший младшему, чем он, швейцарцу. Подтверждается 
это и тем, что сохранились записи лекций по дифе- 
ренциальному и интегральному исчислениям, читанных 
ЛопитАЛю Иоганном Бернулли; наконец, косвенным 
образом об этом свидетельствует тот факт, что 
Лопитлль вступает в переписку с Лейбницем лишь 
14 декабря 1692 г. 

К концу 1692 г. во всяком случае Лопитлль сво¬ 
бодно владел новым исчислением. С этого времени 
и начинается его яркая научная карьера. До того 
он был известен мало, хотя некоторое имя ему соста¬ 
вило выступление в защиту Гюйгенса в одном споре 
с Кателаном. и значительная доля его деятель¬ 
ности протекает то в тесном контакте с Иоганном 
Бернулли, то в связи с работой последнего. 

В сентябре 1692 г. в Лоигпаі без З^аѵапз по¬ 
является заметка о „Решении одной задачи, предло¬ 
женной некогда г. де-Боном г. Декарту", в которой 
требуется определить кривую с тем свойством, что 
отношение ординаты к подкасательной равно отноше¬ 
нию данного отрезка к отрезку ординаты, заключен¬ 
ному между кривой и прямой, проходящей через на¬ 
чало координат под углом в 45° к оси. В ней 
определяются площадь и центр тяжести, асимптоты 
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ЭТОЙ кривой, объем и центр тяжести соответствую¬ 
щего тела вращения. Эта работа — совместная Лопи- 
тлля и Бернулли; причем каждый из них независимо 
от другого приписывал ее себе. В собрании сочине¬ 
ний Бернулли в примечании к ней говорится: „Эта 
статья была составлена маркизом Лопиталем и 
г. Бернулли сообща. Поэтому оба считали себя 
вправе приписывать ее самому себе" ^). Несколько 
странное и наивное пояснение это показывает, что 
элемент тщеславия и славолюбия был присущ обоим 
лицам; в дальнейшем он дал себя чувствовать еще 
более остро. 

В 1693 г, ЛопитАЛЬ наряду с Лейбницем, Гюйген¬ 
сом и Яковом Бернулли решает другую, аналогичную 
задачу, поставленную Иоганном Бернулли, где нужно 
было найти кривую, для которой отношение длины 
касательной к части оси между кривой и касательной 
постоянно 2). 

В 1695 г. Лопиталь предложил и решил задачу о 
висячих мостах. Мост АВ может вращаться вокруг 
оси Л и за один конец он подвешен на проходящем 
по блоку С канате ВСМу в точке М которого на¬ 
ходится уравновешивающий груз. Нужно определить 
вид кривой СММ так, чтобы равновесие сохранялось, 
>'де бы ни находился на ней груз М. Лопиталь 

Э 1 о Ь. В е г п о и 111, Орега, стр. 62—63. 

См. В 08 311!, цит. соч., т. II, стр. 20 и ІОІ 1 . Вег- 
^онІИ, Орега, т. I, стр. 66. 
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определяет ряд свойств этой „кривой равновесия", 
как он ее называет, и дает ее уравнение в виде: 

ау'х^-\-у'^ = Ьх-\- 

где х = РС^ у = РМ (точка Р взята на линии ЛС). 
И в том же номере Ас(а егисіііогит содержится 
дополнение Иоганна Бернулли, в котором он, отмечая 
большое практическое значение задачи не только для 
военной — на что указывает Лопиталь, — но и для 
гражданской архитектуры, доказывает, что „кривая 
равновесия" есть циклоида,описываемая при качении 
круга по равному ему кругу, т. е. эпициклоида, что дает 
гораздо более простой способ ее построения і). Ло¬ 
питаль, между прочим, в письме к Лейбницу от 8 июля 
1695 г. рассказывает, что, узнав от Бернулли о суще¬ 
ствовании более простого приема построения, нашел 
его сам, но что сообщение его редакция Асіа почему-то 
не опубликовала 2). 

Большую славу принесло Лопиталю и найденное 
им почти в одно 'время с Ньютоном, Лейбницем и 
Яковом Бернулли решение задачи Иоганна Бернулли 
о брахистохроне, т. е. линии, по которой тяжелая 
точка спускается от одного ее пункта к другому в крат¬ 
чайшее время (ею, как известно, является циклоида) ®). 

1) Обе работы см. в I о 1і. В е г п о и 11 і, Орега, т. I, 
стр. 129 и след. Задача была решена также Лейбницем н 
Яковом Бернулли. 

3) ІеІЬпіг, МаіИ. Зсііг,^ т. II, стр. 290. 

“) АЫа епШогит, май 1697 г. 
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Правда, решение он нашел позднее других, 
перед самым концом срока, поставленного автором 
задачи; объяснял это он кроме трудности задачи 
тем, что был долго болен. В обзоре различных ре¬ 
шений Иоглнн Бернулли о лопиталевом ревниво, хотя 
и справедливо говорит: „Что касается решения мар¬ 
киза ДЕ-Лопитлля, появившегося в том же майском 
выпуске Лейпцигских деяний, то оно вполне со¬ 
гласуется с нашим. Он не дал анализа задачи (т. е. до¬ 
казательства— А. ІО,), но, как это известно мне из 
присланного им частного письма, метод его покоится 
на тех основаниях, с которыми я некогда его озна¬ 
комил для общего исследования цепных линий..." 

Наконец, в 1699 г. Лопитлль занялся проблемой о 
форме тела вращения, испытывающего при движении 
в жидкости наименьшее сопротивление, проблемой, 
поставленной и решенной без приведения доказатель¬ 
ства Ньютоном в „Математических началах естествен¬ 
ной* философии". Через несколько месяцев появляется 
и дополняющая исследования Лопитлля статья Иоглннл 
Бернулли 2 ). Принадлежат Лопиталю решения еще и 
других задач. 

Своим успешным участием в этих своеобразных 
научных конкурсах Лопитлль показал, что является не 
простым любителем математики. Он был принят круп¬ 
нейшими аналистами как равный, хотя, надо думать 

Ч ІОІ 1 . Бегііоиііі, Орега, т. I, стр. 199—200. 

-) То и другое см. там же, т. I, стр. 311 и след. 
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в глубине души они и сознавали наличие определен¬ 
ного неравенства дарований. На протяжении долгих 
лет он переписывается с Лейбницем; Яков Бернулли 
посвящает ему, наряду с Ньютоном, Лейбницем и 
Фатио де-Дюиллье, свое крупнейшее исследование по 
изопериметрическим задачам; среди своих научных 
друзей он считает почти всех выдающихся математиков 
Европы. И все же он не стоит на том же уровне 
творчества, что и Бернулли, не говоря уже о тита¬ 
нах, создавших современный анализ. Это особенно 
заметно из всей переписки его со своим прежним 
учителем и с Лейбницем. Он высказывает в ней, ра¬ 
зумеется, интересные идеи, излагает иные доказатель¬ 
ства, но как правило — и в главном — он не даю¬ 
щий, а берущий. Стоит перечитать ее, и ясно видно, 
как он от раза к разу спрашивает советов, указаний, 
решений, которые ему и посылают его корреспонденты. 
Об этом еще будет сказано дальше. 

Особенную известность Лопитлль получил благо¬ 
даря выпущенному им анонимно в 1696 г. „Анализу 
бесконечно малых". Историю его возникновения он 
излагает в письме к Лейбницу от ноября 1694 ^). 
Друзья его, в частности Млльбрлнш, ознакомившись с 
его записками по диференциальному исчислению, 
стали еще в 1691 г. уговаривать его издать их. Из¬ 
вестный картезианец аббат Кателан, принадлежавший 
к тому же кругу, узнав об этом, решил упредить его и 

1) ІеіЬпіг. МаИі. ЗеНг,, т. 11, стр. 250 и след. 
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В следующем же году выпустил книгу „^ 02 із 1 і^ие 
ипіѵег$е11е роиг Іа зсіепсе ^ёпёгаіе (іез Іі^пез соигЬев". 
Это сочинение, написанное во славу Декарта, 
стремилось представить излагаемый в нем в завуали¬ 
рованном виде Лейбницев метод, как продол¬ 
жение идей Декарта, при этом Лейбниц и не упоми¬ 
нался. Самая необходимость введения новых методов 
Кателаном отрицалась. Кроме того, этот плагиат был 
полон глубоких ошибок, Лопитлль, скрывшийся под 
псевдонимом, дал в Лоигпаі без 8даѵапз резкую 
критику работы Кателана. Теперь он просил у Лейбница 
согласия на выпуск диференциаільного исчисления, 
которое должно послужить как бы введением для 
предполагаемой книги Лейбница по интегральному 
исчислению и облегчить тем самым последнему работу. 

В своем ответе от 27 декабря Лейбниц горячо 
поддерживает предложение Лопиталя, любезно пишет о 
чести, которую оказывает ему то, что его идеи дали 
повод к работам Лопиталя, и указывает, что все 
это тем более важно, что автором явится человек, 
свидетельство которого может придать излагаемому 
предмету большой вес ^). 

„Анализ бесконечно малых“ оказался таким обра¬ 
зом первым печатным курсом диференциального ис¬ 
числения, причем именно исчисления диференциалов; 
производные в этом типичном сочинении лейбнице- 
вой школы, разумеется, отсутствуют. Курс оказался 
чрезвычайно удачным. 

*) ЬеіЬпіг. МаІН. ЗсНг.^ т. II, стр. 255 и ’след. 
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В кратком введении Лопиталь излагает историю 
возникновения нового анализа, останавливаясь на ра¬ 
ботах Декарта, Гюйгенса, Лейбница, а также выражает 
свою благодарность последнему и братьям Бернулли. 
„Под конец я должен признать, — писал он, — что я 
многим обязан знаниям гг. Бернулли, особенно млад¬ 
шего из них, состоящего в настоящее время профессо¬ 
ром в Гронингене. Я без всякого стеснения пользовался 
их открытиями и открытиями г. Лейбница. Поэтому 
я не имею ничего против того, чтобы они предъ¬ 
явили свои авторские права на все, что им угодно, 
сам довольствуясь тем, что они соблаговолят мне 
оставить". 

Одним из главных достоинств „Анализа" является 
последовательность изложения. Первая глава курса 
начинается с основных определений постоянных и пе¬ 
ременных величин, объяснения употребляющихся обо¬ 
значений и установления исходных постулатов, на 
которых основываются все дальнейшие действия с 
бесконечно малыми величинами. Далее выводятся пра¬ 
вила диференцирования алгебраических выражений. 
Тем самым оказывается заложенным фундамент, на 
котором базируются две следующие главы, посвящен¬ 
ные проведению касательных и отысканию наибольших 
и наименьших значений. При этом интересно, что, 
не зная диференциалов иных выражений, как ал¬ 
гебраических, Лопиталь уравнения всех изучаемых 
трансцендентных кривых с помоіцыо подбора тех 
или иных специальных координат приводит к алге- 
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браическому виду, то пользуясь неким подобием по¬ 
лярных координат, то устанавливая зависимость между 
различными прямолинейными и криволинейными от¬ 
резками изучаемых и подсобных линий. Он проде¬ 
лывает это с большим искусством, для нас, впро¬ 
чем, теперь излишним и затрудняющим чтение, ибо 
нам проще продиференцировать ту или иную трансцен¬ 
дентную функцию, чем всякий раз, пользуясь какими- 
либо свойствами кривой, составлять подходящее 
алгебраическое уравнение. 

При изложении теории максимумов и минимумов 
ЛопитАль обращает внимание на перемену знака ди- 
ференциала ординаты близ соответствующих точек — 
хотя решения задач не содержат специального иссле¬ 
дования вида экстремума — и разбирает случай 
обращения диференциала не в нуль, а в бесконеч¬ 
ность. Здесь же дается' прием определения асимптот 
к кривой. 

Четвертая глава начинается снова с определений 
на этот раз диференциалов высших порядков и от¬ 
носящихся к ним действий, необходимых при иссле¬ 
довании точек перегиба и возврата первого рода. 
В ней выводятся аналитические условия наличия 
таких точек. В пятой главе изучаются развертки и 
развертываюнще, устанавливаются известные свойства 
их нормалей и касательных и даются формулы ради¬ 
уса развертки, т. е. радиуса кривизны для разверты¬ 
вающей в прямоугольных и полярных координатах. 
Вместе с тем тут же рассматривается вопрос о том, 
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когда развертка оказывается алгебраической кривой 
и когда спрямляемой; на основании одной специаль¬ 
ной леммы здесь также — в отступление от изложе¬ 
ния чисто диференциального исчисления — даются 
квадратуры некоторых кривых, осуществляемые, впро¬ 
чем, без применения интегрирования, а окольными 
путями, посредством сравнения различных элементов 
площадей. В том же разделе исследуется вопрос 
о радиусе кривизны в точках перегиба и устанавли¬ 
вается, в связи с образованием разверток, что он 
в них бывает не только бесконечным, но и равным 
нулю. Наконец, в заключение главы приводится при¬ 
мер точки возврата второго рода и соответствующий 
ей аналитический признак. 

Шестая и седьмая главы посвящены детальному 
разбору диа- и катакаустик, очень интересовавших 
тогда ученые круги, а восьмая уделена огибающим. 
В девятой главе приводится знаменитое правило рас- 

0 

крытия неопределенности вида — и снова содержатся 

некоторые квадратуры; в ней же рассматривается 
кривая, обладающая точкой самоприкосновения, как 
сказали бы теперь. Глава десятая дает с помощью 
диференциального исчисления вывод правил оты¬ 
скания касательных и т. п., указанных Декартом 
и ГУДДЕ. 

Стройная архитектура сочинения уже одна играла 
большую роль. К ней присоединялись относительная 
простота изложения и необыкновенное обилие при- 
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меров разной степени трудности, разбор которых 
позволял и набить руку и глубже понять общие 
рассуждения и приемы. 

Книга ЛопитАЛя справедливо произвела на совре¬ 
менников сильное впечатление. Секретарь Парижской 
академии паук, Фонтенелль, в похвальном и во¬ 
обще преувеличенно хвалебном слове Лопиталю мог 
сказать с полной искренностью: „До того времени 
новая геометрия была своего рода тайной и, так 
сказать, кабалистической наукой, известной пяти-шести 
лицам. В журналах часто приводились решения без 
указания на метод, с помощью которого их полу¬ 
чали; но даже когда его излагали, то пробивались 
лишь слабые лучи этой науки, а вслед затем облака 
тотчас же снова смыкались. Публику, или, лучше 
сказать, тех немногих, которые питали интерес к выс¬ 
шей геометрии, поражало бесплодное и не просве¬ 
щавшее их изумление. Ученым удавалось добиться 
их аплодисментов, пе давая тех познаний, которыми 
они должны были бы их оплатить" і). Фонтенелль от¬ 
мечал и ту жадность, с которой набросились на 
„Анализ" все начинающие математики. 

„Анализ" выдержал ряд изданий: 1696, 1715, 
1720, 1768 гг., и был переведен в 1730 г. на английский 
язык. И еще сто лет спустя Монтюкла писал о нем, 

і) Г о п 1 е п е 11 е, Нізіоіге сіи гепоиѵеііепіепі сІе Гаса- 
(іёшіе (Іез зсіепсез сп МОСХС1Х е1 Іез біо^ез 11Із1огі^ие8 
бе Іоиз Іез асабетісіепз тогіз бериіз се гепоиѵеііетепі, 
Ашзіегбат 1709, стр. 101. 
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как о „хорошей и удачно составленной книге, что 
было качеством довольно редким и до того и даже 
ныне в математических сочинениях, в которых отсут¬ 
ствие системы и метода часто вредит их подлинному 
достоинству" 1), а Боссю причислял его к группе 
книг и доныне классических 

При всей относительной своей легкости „Анализ" 
представлялся на протяжении XVIII в. все же недо¬ 
статочно доступным. При том уровне общей матема¬ 
тической культуры и преподавания это было неуди¬ 
вительно. В результате он трижды подвергся ком¬ 
ментированию. Первый комментарий был состав¬ 
лен философом и математиком Круза (Сгоигаз) в 
1721 г. Эта книга оказалась чрезвычайно неудачной, 
автор плохо понял „Анализ", который стремился 
пояснить, и допустил много неясностей и грубых 
ошибок; например, он полагал, что деление беско¬ 
нечно малой первого порядка на бесконечно малую 
третьего дает бесконечно малую второго порядка 
и т. д. Его сочинение подверг немедленно критике 
Иоганн Бернулли со свойственной ему манерой зая¬ 
вивший между прочим, что Круза лучше сделал бы, 
если бы до печати послал ему для проверки рукопись, 
а вскоре затем, в 1723 г., французский математик 
СоРЕн (Заигіп). 

1) Л. Е. М о п III с 1 а, Нізіоіге сіез шаіііёшаііяиез, Рагіз^ 
год VII (1799), т. II, стр. 397. 

2) ВоззіП, цит. соч., т. II, стр. 27. 

3 ) ІОІ1. ВегпоиП.І, Орега, т. III, стр. 160 и след. 
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Вторым комментатором был Вариньон і), давший 
пояснения отдельных трудных мест, в частности самих 
принципов исчисления бесконечно малых, и отметив¬ 
ший некоторые ошибки Лопиталя. Его книга, однако, 
вряд ли читается легче комментируемого ,„Анализа". 
Третий комментарий, приложенный к изданию 1768 г. и 
написанный отцом Полилном (Раиііап), назначался уже 
действительно для впервые приступающих к изучению 
высшего анализа; но удачным его счесть нельзя, так 
как он иногда с чрезмерной словоохотливостью разже¬ 
вывает элементарнейшие выкладки и зато часто обходит 
места, которые могут затруднить при первом чтении. 

„Анализ бесконечно малых" не свободен был, 
разумеется, и от недостатков. В первую очередь это 
относится к изложению его методологической базы. 
Все диференциальное исчисление развивается у Лопи¬ 
таля из двух постулатов, один из которых позволяет 
принимать х-\^йх, где (1х бесконечно мал по срав¬ 
нению с X, за Ху а другой принимает кривую равно¬ 
значащей со вписанным в нее многоугольником с бес¬ 
конечным числом бесконечно малых сторон. Допуще¬ 
ние этих двух, типичных для лейбницева анализа, 
как исчисления именно бесконечно малых диферен- 
циалов, требований, само по себе нельзя было бы 
поставить в вину Лопиталю. Но он все же должен 
был уделить больше внимания в своем курсе, пре- 

1) Есіаігсіззеіпепя зиг Гапаіузе сіез іпііпітепі реііи, 
Раг М. Ѵагі^поп, Рагіз 1725. Издание посмертное; 
название дано было издателем. 
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тендовавшем на роль общедоступного введения в но¬ 
вую науку, выяснению природы первых ее понятий 
и правомерности ее постулатов. Они вовсе не пред¬ 
ставлялись очевидными всем, и сам Лочиталь в пре¬ 
дисловии пишет, что при печати последнего листа 
книги ознакомился с критикой анализа бесконечно 
малых НьювЕнтиитом. Ссылка на то, что Лейбниц 
опроверг возражения голландского математика, не 
могла служить оправданием отсутствия аналогичной 
антикритики, хотя бы в том же предисловии, если 
уже было поздно внести дополнения в самый текст. 
Отмеченное обстоятельство было учтено уже Варинь- 
оном, в своих пояснениях вполне соглашающимся 
с тем, что х-\-(1х не равно л:, и пытающимся дока¬ 
зать законность отбрасывания бесконечно малых 
в примере на проведение касательной тем, что когда 
секущая сливается с касательной, то Лх и йу каж¬ 
дый обращаются в пуль, почему, на его взгляд, и 
допустимо отбрасывать их степени і). В переписке 
ЛопитАЛя с Лейбницем возражениям Ньювентиита 
последний уделяет немало места, объясняя свое 
понимание „несравнимо малых" величин и из¬ 
лагая доводы в пользу допущения бесконечно ма¬ 
лых высших порядков, против которых особенно 
восставал последний ^); они несомненно должны были 
бы занять место в „Анализе бесконечно малых**. 

1) Ѵагіепоп, цит. соч., стр. 12—13. 

ІеіЬпІх. МаіН, ВсИг., т. И, письмо от 14 (24) июня 
1695, а также стр. 293. 
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Во-вторых, у Лопитлля встречаются иногда и 
просто ошибочные рассуждения и выкладки, хотя 
и в очень небольшом числе. Здесь не стоит на них 
останавливаться; они отмечены в примечаниях. 

Вместе с тем, в курсе естественно отсутствует ряд 
разделов, уже вскоре включающихся в диференци- 
альное исчисление. Как говорилось, Лопитлль пола¬ 
гал, что в этой области, не в пример интегральному 
исчислению, все закончено. Но диференциалов транс¬ 
цендентных функций у него еще не имеется; нет ис¬ 
следования экстремумов с помощью высших произ¬ 
водных; совершенно отсутствуют разложения в ряды, 
в его время осуществлявшиеся без применения дифе- 
ренциального исчисления; исследование особых точек 
кривых находится в зародышевом состоянии и т. д. 
В этом нельзя и в малой степени упрекнуть Лопитлля, 
но обстоятельство это послужило естественной при¬ 
чиной быстрого устарения его книги. Можно скорее 
удивляться тому, что несмотря на эти пропуски она, 
благодаря достоинствам изложения и, отчасти, малой 
конкуренции, выдержала четыре столь отдаленных 
друг от друга издания и уступила место другим учебни¬ 
кам лишь более чем через полстолетие после выхода. 

Лопитлль является также автором курса аналити¬ 
ческой теории конических сечений і). Сочинение это, 

1) Тгаііё апа1уі^^ие сіез зесііопз сопі^иез е1 сіе Іеигз 
иза^е роиг Іа гёзоіиііоп сіез ё^иаиоп8 сіапз Іез ргоЫётез 
іапі сіёіегтіпег ^и’^пс^ё1егтіпег, первое посмертное издание 
1707 г., второе 1720 г. 
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основывающееся на декартовом методе, подобно пер¬ 
вой книге французского ученого, отличается просто¬ 
той изложения и обилием примеров. В нем не содер¬ 
жится особенно существенных новых результатов; 
наиболее интересны, по словам Кантора, разбор об¬ 
щего уравнения второй степени и решение любопыт¬ 
ной задачи, которой занимался также Ньютон: Два 
неизменных угла /{АМ, КВМ вращаются вокруг не¬ 
подвижных точек А и В\ Ку точка пересечения сто¬ 
рон ЛА^и ВК, движется по прямой линии; требуется 
определить геометрическое место точек пересечения АТ 
других сторон АМ и ВМ (ими оказываются кони¬ 
ческие сечения) і). 

III 

Немного времени прошло со смерти Лопитлля, 
как в августе 1704 г. Иоганн Бернулли неожиданно 
выступил с первым из печатных заявлений, в которых 
он стал предъявлять свои авторские права на содер¬ 
жащиеся в „Анализе бесконечно малых*" методы. На 
этот раз он выпускает в свет заметку под названием 
„Усовершенствование моего опубликованного в „Апа- 
Іузе сіев іпііпітепі реіііз" § 163 метода для опре¬ 
деления значения дроби, числитель и знаменатель 
которой иногда исчезают 2). Не обвиняя явно покой¬ 
ного друга в плагиате, он рассказывает, что еще 

‘) Сапіог, цит. соч., т. III, стр. 427. 

-) I о Іі. В е г п о п 11 і, Орега, т. 1, стр. 401 и след. 
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лет за 1 о до того сообщил ему о своем способе раскрытия 

О 

неопределенности вида —, причем решил для него 

как раз пример, который находится в § 164 „Ана- 
лиза“ и который французские математики, в частно- 
ности ЛопитАЛь, решить не могли. Это правило на¬ 
ряду с другими, узнанными от Бернулли, Лопиталь 
напечатал. Ныне, движимый любовью к истине, он 
считает долгом указать, что иногда это правило не¬ 
достаточно, так как после диференцирования числи¬ 
теля и знаменателя снова получается, по подстановке 

О т:0 

того же значения вместо х, -д* или в этом слу¬ 
чае нужно применить его правило к новой дроби 
еще один или несколько раз. 

Через 17 лет, полемизируя — по другому, несу¬ 
щественному здесь поводу — с Тэйлором ^), Бернулли 
снова выставляет свои претензии. На этот раз он 
выступает определеннее, сперва ссылаясь на выражен¬ 
ную ему ЛопнтАЛЕм благодарность, а затем заявляя, 
что им были составлены для Лопиталя записки по 
дифереііциальному исчислению и что им же был по 
просьбе последнего решен ряд задач, впоследствии 
опубликованных в „Анализе**. При этом указывалось, 
что содержание этих записок составило лниіь незна- 

1) 1 о Ь. В е г п о и 11 і, Орега, „М. Іоіі. ВигсагсІІ ВазИ- 
Іеепьіз Ері$іо1а асі ѵігигп сіагіззішііт Вгоок Тау1ог“, т. III, 
стр. 483 и след, (Лсіа егисіііогшп, май 1721.) Несомненно, 
что за Буркардом здесь стоял сам Бернулли. 


3 Зак. 2051. — Лопиталь. 
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чительную часть книги Лопиталя и что последний 
многое получил позднее в переписке. Утверждения 
эти подкрепляются отрывками из переписки с извест¬ 
ным математиком П. де-Монмором и с самим Лопиталем. 

Прежде всего привлекаются свидетельские показа¬ 
ния о существовании упомянутых записок. „Я доста¬ 
точно ныне убежден, — сообщает ему 26 июня 1718 г. 
Монмор, — на основании вашего письма, а еще более 
на основании того, что лет 13 или 14 назад прочел 
тетради и уроки, преподанные вами маркизу де-Лопи- 
ТАЛЮ. Отец Рейно имел тогда в своем распоряжении 
всю рукопись, которую мне и одолжил“. Далее 
18 октября того же года он писал: „Отец Рейно достал 
свою рукопись, небольшие обрывки из которой я 
заметил в его книге „Апаіузе бётопігёе®, у одного 
друга, бывшего вместе с вами в Париже и перепи¬ 
сывавшего ваши лекции для г. де-Лопиталя. У отца 
Бизаис также имелся экземпляр рукописи. Когда я по¬ 
просил маркиза де-Лопиталя одолжить мне ее, он дал 
мне письмо к отцу Бизанс, в котором просил одол¬ 
жить мне экземпляр, принадлежащий тому; но оче¬ 
видно он дал ему знать, что этого делать не следует, 
так как я его не получил. О. Рейно дал мне свой 
экземпляр, примерно, год спустя “ і). 

1) ІоЬ. Бе г пои 1Н, Орега, т. III, стр. 509. Это 
письмо хранится в Стокгольмской академии наук. Следует 
учитывать, что некоторые свидетели, упоминаемые Мон- 
мором, (скончавшимся в 1719 г.), были еще живы тогда, 
например Рейно (умер в 1728 г.). 
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Для характеристики участия Бернулли в работе 
ЛопитАля приведено было между прочим следующее: 
„Вы видите, сударь, — писал Лопиталь Бернулли 8 де¬ 
кабря 1692 г., — что я продолжаю просить вас обу¬ 
чать меня и пользуюсь в этом отношении той сво¬ 
бодой, которую вы мне предоставили... Я хотел бы 
также, чтобы вы сообщили мне общий метод реше¬ 
ния задач, подобных следующей. Дан некоторый 
полуэллипс АМВ с заданными по положению полу¬ 
осями; допустим, что бесконечное число парабол, 
проходящих все через точку Л, имеют оси и вер¬ 
шины на полуэллипсе; требуется определить, касаю¬ 
щуюся всех их линию. Вместо эллипса и парабол 
можно взять и какие угодно другие линии*". Соот¬ 
ветствующая задача находится в § 147 „Анализа**. 

2 сентября 1693 г. наряду с просьбой решить 
одну задачу на касательные Лопиталь сообщает, что 
никак не может найти значение дроби 



при х = а (§ 164 „Анализа"). „Все решения, к каким 
я пока прихожу, оказываются неточными. Мне не 
хочется тратить понапрасну время, и я предпочел бы 
узнать это от вас, если это вам будет угодно". 

19 февраля 1695 г. — снова обращение к помощи 
Бернулли, в задаче об определении наибольшей ши¬ 
рины эпициклоид, образуемых при качении круга по 
кругу, если описывающая точка лежит внутри или 
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вне его, или же на окружности. Спрашивается 
также о точках перегиба при первой из этих воз¬ 
можностей. Эти задачи помещены в § 175 и 180. 
16 апреля того же года Лопиталь благодарит за 
присланное решение и запрашивает о квадратуре этих 
кривых, которая излагается в § 182 и след. „Анализа". 

Уже эти письма показывают, что роль Бернулли 
при составлении курса Лопитлля была велика. Недо- 
верять им крайне трудно; от Бернулли ведь могли 
потребовать их предъявления. Кроме того, например, 
та же задача об огибающей, которая ставится Лопи- 
ТАЛЕм в письме от 8 декабря 1692 г., была послана 
им в первом же письме к Лейбницу 14 декабря, через 
несколько дней спустя. Правда, 24 февраля 1693 г. 
Лопиталь сообщает Лейбницу о том, что решил за¬ 
дачу 1); но все же невероятно, чтобы значительно 
превосходивший его по дарованиям Бернулли не 
смог быстро дать ее решения и не прислал его по 
обычаю прежнему ученику. Утайки и присваивания 
на почве тщеславия обоих заинтересованных лиц все 
время, впрочем, мешают здесь устанавливать факты 
с абсолютной достоверностью. 

В том же году, в упоминавшейся критике Круза, 
Бернулли в заключение писал ему следующее: „Вы, 
сударь, оказываете мне честь, признавая и соглашаясь 
в вашем последнем письме с тем, что этот комменти¬ 
рованный вами Анализ в меньшей мере является 

Ч ШЬпЬ, МаіН. 8сНг„ т. И, стр. 225. 
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трудом маркиза де-Лопиталя, чем моим. Я хочу верить, 
что вы высказывались так не из любезности, но потому, 
что вы в том вполне убеждены на основании опуб¬ 
ликованных неопровержимых доказательств**. Далее 
Бернулли ссылался на статью Буркарда'). 

Высшей точки претензии Бернулли достигают 
в 1742 г., когда он впервые публикует свое старое 
интегральное исчисление. Оно начинается неожидан¬ 
ной фразой: „Выше мы увидели, как определять дифе- 
ренциалы величин" и к слову „выше" дается сноска: 
„Автор имеет в виду предшествующие этому лекции 
по диференциальному исчислению, которые он счел 
нужным выбросить, так как все содержание их было 
включено знаменитым Лопиталем в пользующуюся 
всеобщим распространением книгу, озаглавленную им 
„Апаіузе без іпНпішепІ реіііз" ^). Обвинения в пла¬ 
гиате здесь нет, как это полагает Кантор З) (ведь 
не утверждается, что книга была выпущена без со¬ 
гласия Бернулли), па книгу лишь предъявляются права 
ее основного участника. 

Заявления Бернулли встретили со стороны истори¬ 
ков различное отношение. Монтюкла, например, нахо¬ 
дил, что единственный упрек можно сделать Лопиталю 
за то, что он недостаточно ясно показал, „чем он 
обязан г. Бернулли, который нашел основные методы, 

1) I о Ь. В е г п о ц 11 і, Орега, т. III, стр. 168. 

2) I о Ь. В е г п о и 11 і, Орега, т. III, стр. 337. Нем. 
перев., стр. 3. 

3) Сап Іо г, цмт. соч., т. III, стр. 225. 
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применяемые в этой книге и которому принадлежит 
то наиболее остроумное, что в ней содержится по 
анализу** ^). Напротив, Боссю, замечая, что может 
быть Бернулли и не дал решения приведенных здесь 
выше задач или что Лопиталь мог их все решить 
самостоятельно, что, далее, лекции Бернулли могли 
быть не по диференциальному исчислению, указывая 
наконец на возвышенный характер Лопитлля, прихо¬ 
дит к выводу: „При подобных обстоятельствах наибо¬ 
лее разумным и справедливым будет держаться того 
общего заявления, которое маркиз Лопитлль сделал 
в своем предисловии, именно, „что он многим обязан 
знаниям Иоганна Бернулли**. Будь он обязан чем-либо 
специально, он не позволил бы себе выразить лишь 
столь общую благодарность** ^). 

Против Бернулли высказывались и современные 
историки Цейтен и — особенно резко — Кантор. Боль¬ 
шую роль в их оценке играло при этом психологи¬ 
ческое обстоятельство — дурной характер Иоганна 
Бернулли, человека действительно с крайне обострен¬ 
ным самолюбием, переходящим в чрезмерное тщесла¬ 
вие, человека, на этой почве поссорившегося с бра¬ 
том, бывшим ранее его учителем. „Утверждение (Иоган¬ 
на Бернулли), — пишет Цейтен, — по многим соображе¬ 
ниям является маловероятным; оно недоступно про¬ 
верке, и характер Иоганна Бернулли никоим образом 

1) М о п 1 и с 1 а, цит. соч., т. II, стр. 397. 

2) В 03 5 и I, цит. соч., т. II, стр. 51—52. 
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не служит достаточным ручательством за достоверность 
этого утверждения" ^). 

Кантор защищал тезис о значительной самостоя¬ 
тельности ЛопитАля с энергичной уверенностью. 
С одной стороны, он основывался на рассказе самого 
ЛопитАля о его занятиях .в упоминавшемся письме 
к Лейбницу. „Я нашел там (в Асіа егисіііогцт 
от 1684 г.) ваш метод касательных, который мне 
так понравился, что я затем составил записки, в ко¬ 
торых разъяснил его более пространно и привел до¬ 
казательство всех ваших правил". Но из этого сле¬ 
довало бы лишь — если верить рассказчику и считать 
его характер более благородным, чем у Бернулли, — 
что ЛопитАль к 1691 г. знал то, что содержится 
в первых двух главах „Анализа". Содержание осталь¬ 
ных восьми глав этим заявлением еще совершенно 
не затрагивалось, и тогда можно было бы думать, 
что с ним-то и познакомил Лопиталя Бернулли. На это 
указал Кантору еще Г. Энештрем 2), отмечавший 
также то важное и свидетельствующее против Лопи¬ 
таля обстоятельство, что в письмах к Гюйгенсу от 
1690 г. ЛопитАль совершенно н6 пользуется диферен- 
циальным исчислением, тогда как в 1693, г. он легко 

Г. Г. Ц е й т е н, История математики в XVI и XVII вв.» 
перевод П. Новикова, обработка и примечания М. Выгод¬ 
ского, 1933. Надо заметить, что книга Цейтена в ориги¬ 
нальном издании вышла до открытия новых документов 
и что его утверждение относится к 1903 г. 

2) ЫЫіоІНеса таіНетаІіса, 1914 г., стр. 177. 
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оперирует с его помощью. Что же касается содержа¬ 
ния глав, следующих за второй, то тот же Энештрем, 
располагавший хранящейся в Стокгольмской академии 
наук перепиской Логіиталя и Бернулли, показал, что 
оно в большой мере было получено первым от по¬ 
следнего,— в частности так обстояло дело и с „пра¬ 
вилом Логіиталя" і). Сказанное подтверждается частью 
и приведенными выше отрывками из писем Лопиталя 
к Бернулли. 

С другой стороны, Кантор указывал на то, что 
фактически рукописи Бернулли нет. Где она нахо¬ 
дится, спрашивал он, — и резюмировал свое мнение 
в следующих выражениях: „Таким образом устано¬ 
влено, что выдвинутое в 1742 г. Бернулли против 
Лопиталя обвинение заходит слишком далеко и что 
резкость его утверждений росла по мере того, как 
он все увереннее чувствовал, что опровергнуть его 
нельзя. Здесь мы имеем перед собой одно из много¬ 
численных ложных заявлений, которые можно найти 
у Иоганна Бернулли и которое служит примером 
того, насколько можно доверять его хвастовству и его 
чрезмерно широкой совести" 2). 

См. „Оіе Оійегепііаігесішипб" Бернулли, преди¬ 
словие Шафхейтлина, стр. 6 и ВіЫіоіИеса таіНетаІіса, 
1914 г., стр. 177. 

2) Сап іо г, цит. соч., т. III, стр. 225. В предисловии 
ко II изданию этого тома Кантор, учитывая замечания Эне- 
штрема, соглашается с авторским правом Бернулли на „пра¬ 
вило Лопиталя" низлагает письмаМонмора, но в основном 
от позиции своей все же не отказывается (стр. Ѵ—ѴІ). На 
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Как НН сурово звучат эти слова, скептики, со¬ 
мневавшиеся в правдивости заявлений Бернулли, оказа¬ 
лись неправыми. На самом деле теперь можно счи¬ 
тать установленной малую правдоподобность рассказа 
ЛопитАЛя и за содержание тех двух глав, которые 
Энештрем еще в 1914 г. условно оставлял за ним, 
также считать его в большой степени обязанным 
своему учителю. В 1920 г. П. Шафхейтлин, получив¬ 
ший доступ к математическим рукописям Базельской 
университетской библиотеки, случайно нашел среди них 
„Ьесііопеэ сіе саісиіо сІШегепуаІіит" Иоганна Бернулли. 

Манускрипт этот содержит в себе 38 тетрадных 
страниц, за которыми следуют еще 11 глав из бер- 
нуллиевых лекций по интегральному исчислению. При 
чтении его сразу становится ясным, что он послу¬ 
жил основой для первых четырех глав книги Лопиталя. 
Правила ди(|зеренцирования первой главы, а также 
оба постулата очевидно заимствованы из этих запи¬ 
сок; совпадают и многочисленные примеры. Во вто¬ 
рой и третьей главах, при значительных иногда откло¬ 
нениях в изложеііии теории, рассматриваются по боль¬ 
шей части одни и те же кривые; примеры на экстре¬ 
мумы тоже в значительной мере общие; особенно 

вопрос Кантора — почему Бернулли не позаботился о со¬ 
хранении своего „Диференциалыюго исчисления", если оно 
было так же разработано, как „Интегральное исчисление", 
можно‘теперь ответить — именно потому, что оно представ¬ 
ляло собой сырой материал, опубликовать который в аутен¬ 
тичном пиДе было невозможно. 
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близко сходство в решении задач § 59, 60, 61, Тоже 
можно сказать и о главе четвертой. В редакционных 
примечаниях ниже подробно указаны совпадения 
и отклонения обоих сочинений. 

„Из всего этого,—заключал Шафхейтлин, — сле¬ 
дует, что наряду с некоторым новым содержанием явля¬ 
ется несомненно доказанной зависимость Лопиталя от 
Бернулли. Поэтому понятно, что последний не удо¬ 
влетворился общими фразами лопиталева предисловия 
и заявил известный протест" і). 

О рукописи нужно заметить еще следующее. 
Хотя она не датирована, но видно, что содержание 
ее относится ко времени до 1694 г. Так, вместо 

(У^ + л:^)^ в ней еще пишется 4С ух-\-хх\ 
значок С (от сиЬи$) в более поздних работах уже 
не попадается. В следующей за диференциальным 

(ІХ 

исчислением части утверждается, что интеграл от — 

бесконечен, между тем как в 1694 г. Бернулли знал, 
что он представляет собой Іо^х^). В рукописи име¬ 
ются небрежности и недоделанности, отсутствующие 
у Лопиталя, приводится и один неверный чертеж, 
исправленный в „Анализе бесконечно малых". Далее, 
рукопись сделана рукой не Иоганна Бернулли, а его 
племянника Николая. Так как тот родился в 1687 г., 
то записки не могли быть им конспектированы 

• 

1) I о 1і. в е г п о ц 111, Оіе ВіЛегепНаІгесЬпип^, стр. 8. 

2) ІоЬ. ВегпоиІІІ, Орега, т. I, стр. 126. 
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В 1691 г.; очевидно, что они относятся к 1705 г., 
когда он посетил своего дядю в Гронингене. Но 
вместе с тем они могут быть только конспектом 
старой рукописи Иоганна Бернулли; если бы они 
были результатом устного преподавания последнего, 
то в них не могли бы содержаться ошибочные 

утверждения вроде того, что интеграл — бесконечен. 

Таким образом правота Иоганна Бернулли является 
доказанной ^). Лопиталь остался его учеником и при 
составлении своего курса. На долю Лопиталя выпа¬ 
дает лишь менее существенная часть содержания книги: 
ряд примеров и, может быть, часть исследования осо¬ 
бых точек кривых. Целиком за ним остаются лишь 
упорядочение, проверка и пополнение материала, 
мастерство, с которым написан учебник, и его высо¬ 
кие педагогические заслуги. 

Остается еще уяснить мотивы поведения Бернулли. 
О планах издания книги он знал и их одобрил, по 
крайней мере не решался не одобрять. Об этом сви¬ 
детельствует переписка обоих ученых осенью 1695 г. 
и зимою 1696 г. Когда Лопиталь сообщает, что 

1) О том, насколько спокойно заимствовал Лопиталь 
из записок Бернулли даже целые отрывки, почти не изме¬ 
няя при переводе расположения слов, свидетельствует 
также произведенное мною сравнение некоторых текстов 
„Анализа" и берпуллиевых „Лекций по интегральному 
исчислению". См. редакционные примечания в конце книги, 
особенно 105. 
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он отдает Бернулли в книге „должную справедли¬ 
вость" ^), Бернулли благодарит, заявляя: „Уделив 
место в вашей книге моему имени, вы проявляете 
обычную любезность; я очень вам за это обязан" 2), 
По получении экземпляра книги в начале 1697 г. он 
снова выражает благодарность и добавляет: „Вы ока¬ 
зали мне слишком много чести, столь лестно высказы¬ 
ваясь обо мне в предисловии; когда я что-либо на¬ 
пишу, я не премину отплатить вам тем же. Вы очень 
ясно все объясняете; расположение и порядок пред¬ 
ложений очень удачны; вообще все сделано превос¬ 
ходно и в тысячу раз лучше, чем мог бы сделать я. 
Я только хотел бы, чтобы вы поставили свое имя на 
книге, что придало бы больше веса новому ме¬ 
тоду, не говоря о том, что книга тогда, без со¬ 
мнения, раскупилась охотнее". Он только считает лиш¬ 
ним выражение благодарности своему брату Якову ^). 

Однако, если похвалы и были искренни, то удо¬ 
влетворенным Бернулли все же не был. Возможно, 
что задела его помещенная в ^оигпа1 без З^аѵапз 
от 1696 г. похвальная заметка „Анализу", где гово¬ 
рилось о скромности автора, приписывающего себе 
лишь то, что ему уступят другие. Безусловно задело 

15 июня 1696, см. ВіЫіоІНеса таікетаііса^ 1894, 
О. Е п е 81 г О гп, 5иг Іа рагі бе іеап ВегпоиІИ бапз Іа 
риЫІсаІіоп бе ГАпаІузе без іпііпітепі реіііз, стр. 67. 

2) 30 июня 1696, см. там же. 

8; Там же, стр. 68. 
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его и то, что о нем в предисловии Лопитлли упоми¬ 
налось все же лишь мельком, тогда как о заслугах, 
скажем, Гюйгенса и Лейбница говорилось подробно. 
Во всяком случае уже 8 февраля 1698 г. он, жалу¬ 
ясь Лейбницу на Лопиталя вообще (что тот пользо¬ 
вался его исследованиями при переписке с Гюйгенсом 
и пр.), в частности пишет: „Не более справедливо 
поступил он со мною, когда недавно выпустил свой 
„Анализ". Правда, он признает в предисловии, что 
многим мне обязан, но это признание чересчур не¬ 
определенно и не становится лучше от того, что 
рецензент книги в Лоигпаі без 8(^аѵапз считает, что 
эго признание есть лишь результат его великодуш¬ 
ной скромности. За исключением немногих страниц 
(скажу тебе одному на ухо) все остальное он 
частью получил от меня в письменном виде, частью 
написал под мою диктовку, часть же, после того как 
я покинул Париж, получил в письмах, многочислен¬ 
ные свидетельства чего я сохранил и смог бы в под¬ 
ходящий момент опубликовать... кроме того, я рас¬ 
полагаю письмами Лопиталя ко мне, показываю¬ 
щими, сколь многим он мне обязан. Главная заслуга 
его состоит в том, что он все привел в порядок и 
отделал по-французски аккуратно то, что я беспо¬ 
рядочно изложил ему частью по-французски, частью 
по-латыни. Как я сказал, собственного своего он 
добавил не более чем на 3 или 4 страницы. Но, 
пожалуйста, не сообщи ему того, что я рассказал 
тебе в уверенности в твоем молчании; иначе его 
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дружеское отношение ко мне изменится, без со¬ 
мнения, на противоположное" ^). 

Нетрудно понять, почему в то время Бернулли 
не мог публично выступить со своими претензиями 
и так боялся перемены в отношениях с Лопиталем. 
Как раз тогда между ним и братом Яковом разго¬ 
релись жестокий спор и ссора из-за изопериметричес¬ 
кой задачи. Приобрести врага в лице влиятельного 
ЛопитАля было бы совсем неуместно; наоборот, необ¬ 
ходимо было поддерживать с ним самые дружеские 
отношения. Иоганн Бернулли предлагал его выбрать 
даже в качестве одного из третейских судей в этом 
споре. Дружеские отношения продолжались до смер¬ 
ти ЛопитАля. Но внутренне враждебное отношение 
тем временем росло. Содействовало тому и подозре¬ 
ние Бернулли, будто Лопиталь внушил Сореиу в 1702 г. 
мысль, что автором правила раскрытия неопределен¬ 
ностей является сам Лопиталь. И в письме к Варинь- 
ону от 18 июля 1705 г. Бернулли снова рассказы¬ 
вал примерно то же, что в приведенном письме 
к Лейбницу 

Когда в 1704 г. скончался Лопиталь, а в 1705 г. 
со смертью брата Якова естественно оборвался их 
спор, Иоганн Бернулли счел возможным все более 
энергично выступать со своими, как показано, 
правомерными претензиями. 

1) ІеіЬпіг, МаіН. ЗсНг., т. III, стр. 480. 

2) ВіЫІоіНеса таіНетаііса, 1894, стр. 69—70. 
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Анализ 

БЕСКОНЕЧНО 

іЧАЛЫХ 






ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРА 

ВЛАГАЕМАЯ в этом сочинении 
форма анализа опирается на обыч¬ 
ный анализ, но сильно отличается 
от него. Обыкновенный анализ 
имеет дело только с конечными ве¬ 
личинами, новый же анализ про¬ 
никает вглубь самого бесконечного. Он сравнивает 
между собою бесконечно малые разности конеч¬ 
ных величин; он вскрывает отношения между этими 
разностями и тем самым дает нам возможность найти 
отношения между конечными величинами, которые 
по сравнению с этими бесконечно малыми являются 
как бы бесконечными. Можно сказать даже, что этот 
анализ простирается дальше бесконечного, ибо он не 
ограничивается бесконечно малыми разностями, но 
вскрывает отношения разностей этих разностей, 



4 Зак. 2061. — Лоішталь. 
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отношения третьих, четвертых разностей и так далее, 
никогда и нигде не останавливаясь. Таким образом 
он охватывает не только бесконечное, но беско¬ 
нечное бесконечного или* же бесконечность беско¬ 
нечных. 

Только такого рода анализ мог раскрыть перед 
нами истинные принципы кривых линий. Действи¬ 
тельно, так как кривые представляют собой лишь 
многоугольники с бесконечным числом сторон и 
отличаются друг от друга лишь разностью углов, 
образуемых между собою этими бесконечно малыми 
сторонами, то только анализ бесконечно малых в со¬ 
стоянии определить положение этих сторон, чтобы 
получить образуемую ими кривизну, т. е. получить 
касательные к этим кривым, перпендикуляры к ним, 
их точки перегиба или возврата, лучи отражения, 
преломления и т. д. 

Те вписанные или описанные вокруг кривых много¬ 
угольники, которые путем бесконечного умножения 
своих сторон сливаются наконец с этими кривыми, 
математики всегда принимали за сами кривые. 
Но дальше этого дело не шло; лишь после откры¬ 
тия излагаемого здесь анализа поняли все значение 
и плодотворность этой идеи. 

То, что нам оставили по этому вопросу древние, 
в особенности Архимед, безусловно достойно восхи¬ 
щения. Но, во-первых, они имели дело лишь с весьма 
немногими кривыми, которых они коснулись к тому же 
лишь поверхностно, а затем они дали почти одни 
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только частные и не сведенные в систему предложе¬ 
ния, в которых не видно никакого регулярного и 
последовательного метода. Однако было бы непра¬ 
вильным упрекать их за это: нужна была исключи¬ 
тельная сила гения чтобы пролить свет на такую 
темную область и вступить первыми в совершенно 
неизвестные страны. Если древние не продвинулись 
далеко, если они шли окольными путями, то, во вся¬ 
ком случае, вопреки мнению Виеты они не за¬ 
блудились; и чем более трудны и запутаны были 
пути, по которым они шли, тем более достойно уди¬ 
вления, что они не сбились с дороги. Одним сло¬ 
вом, вряд ли древние могли сделать больше в свое 
время: они сделали то, что сделали бы на их месте 
гениальные люди нашего времени; а если бы они 
были на нашем месте, то они вероятно развили бы 
те же идеи, что и мы. Все это является следствием 
естественного равенства умов и необходимой после¬ 
довательности в открытиях. 

Таким образом нет ничего удивительного в том, 
что древние не пошли дальше. Но нельзя не пора- 

АгсЫтесІіз сіе Ипеіз зрігаІіЬиз Ігасіаіііш сит Ьіз 1ег^ие 
Іезіззет, 1о1аз^ие апіті ѵігез іпіепсііззет, и1 зиЫіІіззІтагит 
(іетопзігаііопіші сіе зрігаііиш Іап^епІіЬиз агІІПсіит асізе- 
^ие^ег; пиз^иат Іатеп, іп^епиё ІаІеЬог, аЬ еагиш сопіепь 
ріаііопе На сегіиз гесеззі, ^шп зсгириіиз апіто зетрег Ьае- 
гегеі, ѵіт іІИиз сіешопзігаііопіз те поп регсеріззе іоіат, 
е1с.2). ВиПіаШиз, Ргае/. (іе Ипеіз зрігаІіЬпз. 

51 ѵегё АгсЫтесІез, Іаііасііег сопсІизН Еисіісіез, еіс. 
8прІ, Оеот, 
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жаться тому, что великие люди, притом без сомнения 
люди столь же великие, как и древние, оставались 
в течение столь долгого времени на том же месте 
и что благодаря почти суеверному уважению к тво¬ 
рениям древних они ограничивались чтением и ком¬ 
ментированием последних, пользуясь своими спо¬ 
собностями ровно в той мере, в какой это было 
необходимо, чтобы иметь возможность следовать за 
древними, и не дерзая помыслить когда-нибудь само¬ 
стоятельно и устремить свои взоры за пределы того, 
что открыли древние. Таким образом работало не¬ 
мало людей; они писали, число книг умножалось, и 
однако ничто не подвигалось вперед; бесчисленные 
труды ряда веков свелись в конце концов к почти¬ 
тельным комментариям и к повторным переводам 
довольно жалких подчас оригиналов. 

Таково было состояние математики и особенно 
философии до г. Декарта. Этот великий человек, по¬ 
слушный своему гению и сознанию собственного 
превосходства, оставил древних, чтобы следовать 
только за тем самым разумом, за которым следовали 
древние. И эта счастливая смелость, которую иные 
считали бунтом, дала нам бесконечное множество 
новых и полезных идей, по вопросам физики и гео¬ 
метрии. Тогда лишь люди раскрыли глаза и решились 
мыслить самостоятельно. 

Обращаясь к математике, которая одна занимает 
пас здесь, должно сказать, что г. Декарт начал там, 
где закончили древние, именно начал с разрешения 
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одной проблемы, перед трудностями которой, по 
словам Паппа^“\ остановились все древние^). Известно, 
до каких пределов довел Декарт анализ и геометрию; 
известно также, как благодаря произведенному им 
сочетанию этих отраслей математики стало легко ре¬ 
шать бесконечное множество проблем, казавшихся 
до него недоступными. Но так как Декарт интересо¬ 
вался главным образом решением уравнений, то он 
занимался кривыми лишь постольку, поскольку они 
могли помочь ему при нахождении корней уравнений; 
и поскольку для этой цели ему был достаточен 
обыкновенный анализ, он и не пытался искать какой- 
нибудь другой анализ. Однако он удачно воспользо¬ 
вался обыкновенным анализом при нахождении каса¬ 
тельных; найденный им для этого метод показался 
ему столь прекрасным, что он не удержался, чтобы 
не сказать что „эта проблема была наиболее по¬ 
лезной и обніей не только из тех, которые он знал, 
но даже из тех, которые он желал бы вообще знать 
в геометрии" ь). 

Так как геометрия Декарта сделала очень модным 
решение геометрических задач путем решения урав¬ 
нений и так как она открывала широкий путь для 
этого, то большинство геометров устремилось сюда. 
Они тоже сделали здесь ряд новых открытий, которые 
умножаются и совершенствуются еще с каждым днем 

СоИесі, МаіНет,, ЬіЬ. 7, інійо, 

Оертеі,^ Ыѵ. 2. 
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Что касается г. Паскаля, то он обратил свое вни¬ 
мание совсем в другую сторону: он стал изучать 
кривые сами по себе, рассматривая их как много¬ 
угольники; он определил длины некоторых кривых, 
обнимаемые ими площади, объемы, описываемые этими 
площадями, центры тяжести этих площадей и объе¬ 
мов и т. д. И путем одного только рассмотрения 
элементов этих кривых, т. е. путем рассмотрения 
бесконечно малых, он открыл некоторые общие ме¬ 
тоды, тем более поразительные, что он, повидимому, 
нашел их лишь силой своего гения, без всякой 
помощи анализа. 

Вскоре после опубликования метода г. Декарта 
для нахождения касательных г. де-Ферма открыл 
тоже один метод, который г. Декарт под конец сам 
признал более простым во многих случаях, чем его 
собственный метод ®). Правда, он не был еще таким 
простым, каким сделал его впоследствии г. Барроу, 
более тщательно изучая свойства многоугольников, 
которые естественно приводят к рассмотрению ма¬ 
ленького треугольника, образуемого частицей кривой, 
заключенной между двумя бесконечно близкими ор¬ 
динатами, разностью этих двух ординат и разностью 
соответствующих абсцисс Этот треугольник подо¬ 
бен треугольнику, образуемому касательной, орди¬ 
натой и подкасательной; таким образом благодаря 
простому подобию этот последний метод избавляет 
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от производства всех тех выкладок, которых требует 
метод г. Декарта и которых раньше требовал 
и сам этот метод. 

Г. Барроу не ограничился этим; он придумал 
также особое исчисление, связанное с этим методом, 
но для пользования им ему пришлось, как приходи¬ 
лось и в методе г. Декарта, избавляться от дробей 
и устранять все знаки радикалов ^). 

На место этого метода стал затем метод знамени¬ 
того г. Лейбница. Этот ученый геометр начал там, 
где закончили г. Барроу и другие геометры. Изобре¬ 
тенное им исчисление привело его в неизвестные до 
того области, в которых он сделал открытия, вызы¬ 
вающие изумление у самых искусных математиков 
Европы. Гг. Бернулли первые заметили красоту этого 
исчисления; они довели его до совершенства, позво¬ 
лившего им преодолеть такие трудности, на которые 
никогда бы не дерзнули раньше. 

Область применения этого исчисления колоссальна: 
оно годится как для механических, так и для геоме¬ 
трических кривых 9); его нисколько не смущают знаки 
радикала, оказывающиеся часто даже очень удобными; 
его можно применить к какому угодно количеству 
неопределенных і®); для него представляется одина¬ 
ково легким сравнение бесконечно малых всех родов 
Это дает начало бесконечному множеству поразитель- 

Ілсі, Оеотеі., ра^* 80. 

Лсіа Егисі. іірз., ап. 1684, ра^. 467. 
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пых открытий по вопросу о кривых и прямых 
касательных, по вопросам Ое тахітіз е1 тіпітіз, 
о точках перегиба и возврата кривых, о развертках, 
о каустических кривых, образуемых отражением или 
преломлением и т. д., как это будет видно в ходе 
изложения предлагаемого сочинения. 

Я разделил эту книгу на 10 глав. В первой содер¬ 
жатся принципы исчисления диференциалов ^2). Вто¬ 
рая глава показывает, как надо пользоваться им, что¬ 
бы найти касательные ко всякого рода кривым, 
независимо от количества неопределенных, содержа¬ 
щихся в выражающих их уравнениях, хотя г. Крэг 
полагал, что оно неприменимо к механическим или 
трансцендентным кривым. Третья глава показывает, 
как пользоваться им для решения всякого рода во¬ 
просов Ое тахітіз еі тіпітіз, четвертая — как 
находить точки перегиба и возврата кривых. В пятой 
показывается, как пользоваться им при нахождении 
для всякого рода кривых разверток г. Гюйгенса. Ше¬ 
стая и седьмая главы показывают, как с помощью его 
находить каустические кривые, образующиеся как 
путем отражения, так и путем преломления, изобре¬ 
тателем которых является знаменитый г. Чирнгауз,— 
и это опять-таки для всякого рода кривых Восьмая 
глава показывает, как пользоваться им для нахожде¬ 
ния точек кривых линий, которые касаются беско¬ 
нечного множества данных — прямых или кривых — 


Ое Гі^игагшп сигѵіііпеапіт ^иасі^аіи^із, рагі. 2. 
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линий, в девятой главе содержится решение неко¬ 
торых задач, зависящих от предыдущих открытий. 
А десятая глава содержит новый способ поль¬ 
зования исчислением диференциалов для геометри¬ 
ческих кривых; отсюда выводится метод гг. Декарта 
и Гудде^*^), пригодный только для этого рода кривых. 

Надо заметить, что в главах 2, 3, 4, 5, б, 7, 8 
имеется лишь очень мало предложений, по они все 
носят очень общий характер, представляя как бы 
методы, которыми легко воспользоваться для прило¬ 
жения к любому числу частных предложений. Я при¬ 
меняю их только на нескольких избранных примерах, 
ибо убежден, что в вопросах математики полезны 
лишь методы и что книги, излагающие только подроб¬ 
ности или частные предложения, заставляют лишь 
терять время тех, кто их пишет, и тех, кто их читает. 
Поэтому я прибавил задачи девятой главы лишь по¬ 
тому, что они считаются интересными и что они 
носят очень общий характер. В десятой главе опять- 
таки изложены лишь методы, которые исчисление 
диференциалов сообщает способу гг. Декарта и 
Гудде; и если они так ограничены, то из всего 
предыдущего ясно, что это является не недостат¬ 
ком излагаемого нами исчисления, но декартова ме¬ 
тода, которому его подчиняют. Наоборот, ничто 
не доказывает лучше исключительной пригодности 
этого исчисления, как псе это многообразие методов; 
и при самом незначительном внимании можно 
убедиться, что он дает все, что можно извлечь из 
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метода гг. Декарта и Гудде, и что доставляемое им 
всеобщее доказательство употребления в последнем 
арифметических прогрессий "не оставляет желать 
ничего в смысле безупречности этого последнего 
метода. 

Я намеревался прибавить к книге еще одну главу, 
чтобы показать также удивительную пользу этого исчи¬ 
сления в физике, показать, до какой степени точно¬ 
сти оно может довести ее и насколько от него может 
выиграть механика. Но болезнь помешала моему на¬ 
мерению; однако читатели от этого ничего не поте¬ 
ряют, и когда-нибудь они будут за это возмещены 
даже с избытком. 

Во всем этом речь идет лишь о первой части 
исчисления г. Лейбница, заключающейся в том, чтобы 
переходить от конечных величин к их бесконечно 
малым разностям и сравнивать между собой эти 
бесконечно малые любого рода: эту часть назы¬ 
вают диференциальным исчислением. Я также 
намеревался составить другую часть, которую назы¬ 
вают интегральным исчислением и которая заклю¬ 
чается в том, чтобы переходить от этих бесконечно 
малых к конечным величинам или целым, бесконечно 
малые разности которых оііи составляют, т. е. 
в том, чтобы находить суммы этих разностей. Но 
когда г. ЛЕЙбниц мне написал, что он работает над 
этим для трактата, который он называет Ве зсіепііа 
іпЯпііі, то я отказался от мысли лишить читающую 
публику столь прекрасного труда, долженствующего 
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заключать все наиболее любопытное в обратном ме¬ 
тоде касательных, в вопросах о спрямлении кривых, 
о квадратуре заключаемых ими площадей, о квадра¬ 
турах поверхностей тел, описываемых этими кривыми, 
об объеме этих тел, об определении центров тяжести 
и т. д.^^). Даже это сочинение я публикую лишь потому, 
что он просил меня об этом в своих письмах и что 
я считаю это необходимым для подготовки умов 
к пониманию всего того, что удастся открыть 
в дальнейшем по этим вопросам. 

Под конец я должен признать, что я многим 
обязан знаниям гг. Бернулли, особенно младшего из 
них, состоящего в настоящее время профессором 
в Гронингене Я без всякого стеснения пользовался 
их открытиями и открытиями г. Лейбница. Поэтому 
я не имею ничего против того, чтобы они предъявили 
свои авторские права на ьсе, что им угодно, сам 
довольствуясь тем, что они соблаговолят мне оставить. 

Надо воздать еще справедливость ученому г. Нью¬ 
тону, справедливость, которую воздал ему и сам 
г. Лейбниц Он тоже нашел нечто подобное дифе- 
ренциальному исчислению, как это следует из отлич¬ 
ной книги под названием Рійіозоріііае паіигаііз 
ргііісіріа Маіііешаііса, которую он опубликовал 
в 1687 и которая является почти единственным 
примером употребления этого исчисления Но 
обозначение г. Лейбница делает его исчисление 

^ои^па^ сіез З^аѵапз^ сіи 30. Аойі 1694, 
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более легким и удобным; помимо того оно оказывает 
удивительную помощь во многих случаях 2^). 

В момент печатания последнего листа этого трак¬ 
тата в мои руки попала книга г. Ньювентиита. За¬ 
интересовавшись названием книги, Апаіузіз іп!іпі- 
іогит, я пробежал ее, но нашел, что она сильно 
отличается от моего труда. Помимо того, что этот 
автор не пользуется вовсе обозначением г, Лей6ница, 
он абсолютно не признает вторых, третьих и т. д. 
диференциалов. Так как я построил лучшую часть 
предлагаемого труда на этой основе, то я счел бы 
необходимым ответить на его возражения и пока¬ 
зать, насколько они несостоятельны, если бы г. Лейб¬ 
ниц не выполнил в совершенстве этой задачи 
в Лейпцигских деяниях Замечу кроме того, что 
оба требования или допущения, которые я принимаю 
в начале этого трактата и только на которых он осно¬ 
ван, кажутся мне столь очевидными, что я не допу¬ 
скаю, чтобы они могли оставить какое-нибудь сомне¬ 
ние в уме внимательных читателей 2і). Я мог бы даже 
их легко доказать по способу древних, если бы 
я не поставил себе правилом быть кратким при 
рассмотрении уже известных вещей и останавливаться 
главным образом на тех вопросах, которые новы. 


ѵ«) Асіа ЕпШ., ап. 1695, ра^:. 310 е1 369. 



Часть первая 

ОБ ИСЧИСЛЕНИИ ДИФЕРЕНЦИАЛОБ 

ГЛАВА I 

ПРИВЕДЕНЫ ПРАВИЛА ЭТОГО 
ИСЧИСЛЕНИЯ 

Определение I 

ЕРЕМЕННЫМИ величинами назы¬ 
вают такие величины, которые не¬ 
прерывно увеличиваются или умень¬ 
шаются; наоборот, постоянными 
величинами называют такие вели¬ 
чины, которые остаются одними 
и теми же, в то время как другие изменяются. 
Таким образом в параболе ординаты и абсциссы 
представляют переменные величины, между тем как 
параметр 2^) есть величина постоянная. 
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Определение II. 

Бесконечно малая часть, на которую непрерывно 
увеличивается или уменьшается переменная величина, 
называется ее даференцпалом. Пусть, например, дана 
какая-нибудь кривая линия АМВ (черт. 1), имеющая 
осью или диаметром линию АС, а одной из своих 
ординат прямую 2^) РМ; и пусть 
будет дана другая ордината рт, 
бесконечно близкая к первой. Те¬ 
перь, если провести МР парал¬ 
лельно ЛС и хорды АМ, Ат н 
если описать из центра Л радиусом 
АМ маленькую дугу круга уИ 5, 
то Рр будет диференциалом ЛЯ, Рт — диферен- 
циалом РМ, 5т — диференциалом АМ и Мт — ди¬ 
ференциалом дуги АМ. Таким же образом маленький 
треугольник МАт, имеющий основанием дугу Мт, 
будет диференциалом сегмента Л/И, а маленькая пло¬ 
щадь МРрт — диференциалом площади, заключенной 
между прямыми ЛЯ, РМ и дугой Л/И. 

Следствие, 

1 . Очевидно, что диференциал постоянной величины 
есть ничто или нуль или (что то же самое) что по¬ 
стоянные величины не имеют диференциала. 

Предупреждение. 

В дальнейшем для обозначения диференциала пере- 
менней величины, которая сама выражается одной бук- 
вой, мы будем пользоваться знаком или символом с1; 
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во избежание недоразумений этот знак сІ не будет иметь 
иного употребления в дальнейшей части книги. Если мы 
обозначим, например, переменные АР через х; РМ через у; 
ЛМ через г\ дугу АМ через и; площадь АМР, ограничен¬ 
ную прямыми и кривыми линиями, 8; и сегмент ЛМ че¬ 
рез і, то СІХ будет выражать значение Рр; сіу — значе¬ 
ние Рт; СІ 2 — значение 5т; сіи — значение маленькой 
дуги Мт; бз--значение маленькой площади МРрт мсіі — 
значение маленького треугольника МАт, ограниченного 
прямыми и кривыми линиями. 

/. Требование или допущение. 

2 . Требуется, чтобы две величины, отличающиеся 
друг от друга лишь на бесконечно малую величину, 
можно было брать безразлично одну вместо другой 
или же (что то же самое), чтобы величина, ко¬ 
торая увеличивается или уменьшается лишь на дру¬ 
гую величину, бесконечно меньшую, чем она сама, 
могла быть рассматриваема, как остающаяся той 
же самой величиной. Требуется, например, чтобы 
можно было принять Ар за АР; рт за РМ; пло¬ 
щадь Арт — за площадь АРМ; маленькую пло¬ 
щадь МРрт — за маленький прямоугольник МРрР; 
маленький сектор АМт — за маленький треуголь¬ 
ник АМ5; угол рАгп — за угол РАМ и т. д. 2^). 

//. Требование или допущение. 

3 . Требуется, чтобы можно было рассматривать кри¬ 
вую линию как совокупность бесконечного множества 
бесконечно малых прямых линий, или же (что то же 
самое) как многоугольник с бесконечным числом беско- 
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нечно малых сторон, определяющих образуемыми ими 
между собой углами кривизну линии. Требуется, напри¬ 
мер, чтобы часть кривой Мт и дуга круга М5 могли 
рассматриваться ввиду своей бесконечной малости 
как прямые линии, так чтобы маленький треуголь¬ 
ник тЗМ можно было считать прямолинейным 

Предупреэ/сдение, 

В дальнейшем предполагается обыкновенно, что по- 
следние буквы алфавита --г, у,х и т. д,—означают пере¬ 
менные количества, а первые буквы его — 2 і, Ь, с ит.д.— 
означают, наоборот, постоянные величины. Таким обра¬ 
зом, когда х становится х -|- сіх, то у, г и гп. д. стано¬ 
вятся у + сіу, 2 СІ2 и гп. д. (§ 1), а в, Ь, с и т. д. оста¬ 
ются теми же самыми а, Ь, с и гп. д. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ /. 

Задача. 

4. Найти диференциал нескольких складываемых друг 
с другом или вычитаемых друг из друга величин. 

Пусть требуется найти диференциал 
-\-у — г. Если предположить, что х увеличивается 
на бесконечно малую часть, т, е. что она становит¬ 
ся х-{-(1х, то у станет тогда у-\-с1у, х станет 
хА^йх. Что касается постоянной а, то 7) она оста¬ 
нется той же самой а, так что заданная величина 
а-\-хА-у —<2: станет а-|-л: + ^ 3 ' —-— сіх, 

а диференциал, который мы получим, вычитая за¬ 
данную величину из последней величины, будет 
сіХ’-\-(Іу — Так же обстоит дело и в других 
случаях. Это дает нижеследующее правило. 
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Правило /. 

Для СКЛАДЫВАЕМЫХ ДРУГ С ДРУГОМ ИЛИ ВЫЧИТАЕМЫХ 
ДРУГ из ДРУГА ВЕЛИЧИИ. 

Надо взять диференциал каждого члена заданной 
величины и, сохраняя прежние знаки, составить из 
них другую величину, которая и будет искомым 
диференциалом 2 '^). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ /Л 


Задача. 

5* Найти диференциал произведения нескольких умно¬ 
женных друг на друга величин. 

1) Диференциал ху есть 

у с1х-{-Х (іу. 

Действительно, когда х становится то у 

становится у^-Луу и, следовательно, ху становится 

ху -\-у их хсІу-{-(іх (іу, 

что представляет собой произведение х-\-(1х на 
у~\-иу\ диференциал будет тогда 


т. е. (# 2) 


у ихX сіу ихиу^ 
уих-\-хиу, 


ибо ихиу есть величина, бесконечно малая по 
сравнению с другими членами уих хиу. Действи* 
тельно, если разделить, например, у их \\ сіхиу на их^ 
то мы найдем, с одной стороны, 3 /, а с другой, иу^ 
являющийся диференциалом у и, следовательно, беско- 


5 Зак. 2051. — Лоііиталь, 
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нечііо меньший, чем он. Отсюда следует, что дифе* 
ренциал произведения двух величин равняется произ¬ 
ведению диференциала первой из этих величин на 
вторую плюс произведение диференциала второй 
величины на первую. 

2) Диференциал хуг есть 

у г йх -\-хг(іуАг ху сіг. 

Действительно, если рассматривать произведение ху 
как одну величину, то надо по вышедоказанному взять 
произведение ее диференциала ус/х-р-хг/у на вторую 
величину ^ (что даст угс/х-}-хг ^у) плюс произве¬ 
дение диференциала с/г второй величины 2 : па пер¬ 
вую ху (что даст ху (1г)\ следовательно, дифереп- 
циал хуг равняется 

у г йх - 1 - хг сіу + ху сіг. 

3) Диференциал хуги есть 

иуг (Іх 4 - сіу иху сіг + хуг сіи. 

Для доказательства этого, как и предыдущего, случая 
произведение хуг рассматривается как одна величина. 
Так же обстоит дело и во всех других случаях до беско¬ 
нечности. Отсюда получается нижеследующее правило. 

Правило //. 

Для ПЕРЕМНОЖАЕМЫХ ВЕЛИЧИН. 

Диференциал произведения нескольких перемно¬ 
жаемых друг с другом величин равняется сумме про¬ 
изведений диференциала каждой из этих величин на 
произведение остальных величин. 
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Таким образом диференциал ах есть 
Л'О а сіХу 

т. е. а(1х. Диференциал —У есть 

Ь ііх —у йх — айу — л: сіу 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ III. 

Задача. 

6. 1 ІАЙти диференциал любой дроби. 

Диференциал у есть 

у ІІХ — X (Іу 

ЗІУ ‘ 

Действительно, если предположить, что -у = ^^ 

то х=уг, и так как эти две переменных величины л' 
и уг должны быть всегда равны друг другу незави¬ 
симо от того, увеличиваются ли они или уменьшаются, 
то отсюда следует, что их диференциалы, т. е. их 
приращения или уменьшения, будут тоже равны между 
собой. Следовательно 5), мы будем иметь: 

сіх=у сІг-{-гсіу 
и 

_ бх — г сіу _ у (іх — X (іу 

~ У Ъ ' 

если подставить вместо г его значение — Щ. Что и тре- 

У 

бовалось и т. д. Отсюда получается нижеследующее 
правило. 

5* 
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Правило III. 

Для ДЕЛЯЩИХСЯ ДРУГ НА ДРУГА ВЕЛИЧИИ ИЛЙ 
ДЛЯ ДРОБЕЙ. 

Диференциал любой дроби равняется произведе¬ 
нию диференциала числителя на знаменатель минус 
произведение диференциала знаменателя на числитель; 
все это — деленное на квадрат знаменателя. 

Так, например, диференциал равняется — 
диференциал равняется ' 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ /К 
Задача. 

7. Найти диференциал любой совершенной или несо¬ 
вершенной степени какой-нибудь переменной величины. 

Чтобы дать общее правило, пригодное для со¬ 
вершенных и несовершенных степеней, необхо¬ 
димо объяснить аналогию, существующую между их 
показателями. 

Если взять геометрическую прогрессию, первый 
Член которой единица, а второй — какая-нибудь вели¬ 
чина X, и если расположить по порядку под каждым 
членом его показатель, то ясно, что показатели эти 
составят арифметическую прогрессию. 

Геом. прогр. 1, х, XX, х^, х^, х^, х^, л:” и т.д. 

Арифм. прогр. О, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 и т.д. 

Если продолжить геометрическую прогрессию ниже 
единицы, а арифметическую ниже нуля, то члены 
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последней будут показателями тех членов, которым 
они соответствуют в геометрической прогрессии. 
Так, например, —1 есть показатель у, —2 есть 

показатель — и т. д. 

гх:х 

Геом. прогр. X, I, ~ и т. д. 

Арифм.прогр. 1, О, —1, —2, —3, —4 и т. д. 


Если ввести в геометрическую прогрессию какой- 
нибудь новый член, то для получения его показателя 
придется ввести соответствующий член в арифмети¬ 
ческую прогрессию. 

Так, например, у^х будет иметь показателем ^ ; 





1 




7 

2 " 


2^ 

и т. д., так что эти выражения у/х и х^ , 


у/х и р'х^ и х^, 
одну и ту же вещь. 


1 “Т 

—7 - и л: ^ И т.д. означают 

У А'З 


Геометрическая прогрессия 


1, у/'х, X. I, у^х, р^хх, X. \,у/х,рхх, рх^урх^, X. 
Арифметическая прогрессия 


0 . -^ 1 . 


1. о, 


_2 

5 
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Геометрическая прогрессия 

■« ■ -[/л-» ’ «■ ' ' " ■ ->” і/.^> ’ ' 

Арифметическая прогрессия 
— 1, — 2 , —2. —1, — 3 -, —-д, — 2 . —3, ——, —4. 

Отсюда ясно, что, подобно тому как \/х есть 
геометрическая средняя между 1 и .ѵ, точно так 

же есть арифметическая средняя между их пока¬ 
зателями о и 1 ; и подобно тому как \/х есть пер¬ 
вая из двух геометрических средних пропорциональ- 

ных между 1 и д:, точно так же есть первая 

о 

из двух арифметических средних пропорциональных 
между их показателями 0 и 1 з^). Так же обстоит дело 
и в других случаях. Из сущности этих двух прогрес¬ 
сий следует: 

1 ) Что сумма показателей двух любых членов 
геометрической прогрессии будет показателем чле¬ 
на, представляющего их произведение. Так, напри¬ 
мер, х^'^^у или х^, есть произведение на 

І+І і 11 

ил:- 5 или л:®, есть произведение х'^ на х^ ; 

-_І4.^ -1 -1 

и л: ^ ^ , или X , есть произведение х ^ 

1 1 + 1 

на Х'^ и т. л. Таким же точно образом х^ ^ , 
2 

или есть произведение на самого себя, т. е. 
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его квадрат, и или есть произведение х^ 

на л;2 на л;^, т, е. его куб, и л: ^ ^ ^ ^ , 

_ і -і- 

или X ^ , есть четвертая степень л: ^ ; то же са¬ 
мое относится к другим степеням. Отсюда ясно, что 
удвоенный, утроенный и т. д. показатель какого- 
нибудь члена геометрической прогрессии есть пока¬ 
затель квадрата, куба и т. д. этого члена; и значит, 
что половина, треть и т. д. показателя какого-нибудь 
члена геометрической прогрессии есть показатель 
квадратного, кубического и т. д. корня этого члена. 

2) Что разность показателей двух каких-нибудь 
.членов геометрической прогрессии будет показате¬ 
лем частного от деления этих членов. Так, напри- 
1 — і 1 

мер, х^ ® ==л:<^ будет показателем частного от де- 

ления л;^ на л:^, и л: ^ ^ —х будет показа- 

__ 1 

телем частного отделениях ^ на х^; отсюда ясно,- 

что умножить X “ на х ^ —все равно, что раз- 

-І- 1 

делить X ^ на х *. Так же обстоит дело и в дру¬ 
гих случаях. Теперь могут иметь место два различ¬ 
ных случая. 

Первый случай, — когда степень совершенная, т. е. 
*<огда показатель ее целое число. Диференциал хх 
есть 2х(іх, диференциал х^ есть Зххсіх, дифереп- 
циал х^ есть Ах^сіх и т. д. Действительно, так к^к 
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квадрат х есть не что иное, как произведение х 
на X, то его диференциал 5) будет хс/х-І^х (іх, 
т, е. 2хс1х. Таким же образом, так как куб л: есть 
не что иное, как произведение л; на л: на х, то его 
диференциал 5) будет хх сіх -^ххсіх-]' хх сіх, 
т. е. Зхх (іх. Так как то же самое относится ко всем 
степеням до бесконечности, то отсюда следует, что 
если предположить, что т означает любое целое 
число, то диференциал х'^^^ будет тх^'^~'^с1х. 


Если показатель отрицательный, то мы найдем, 
что диференциал х'~^^\ или —, будет: 

X 


— тх‘ 


.т—1 


^-27Л 


СІХ —, 

— = — тх СІХ, 


Второй случай встречается, когда степень несо¬ 
вершенная, т. е. когда ее показатель дробное число. 

Пусть требуется найти диференциал )/аг”‘, или аг” 

выражает любое дробное числоі; примем х^—г. 

Возведя каждую сторону [этого равенства] в степень я, 
мы получим х^^ = г^\ взяв диференциалы, как было 
указано в первом случае, мы найдем: 


(Іг 


тх^^ ^сіх = п2*^ ^сіг 


гпх 


пг 


п—1 


т 

“ X СІХ, 
п 


ИЛИ 
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т 

п—1 - 

если подставить вместо пг его значение пх ^ . 
Если показатель отрицателен, то мы найдем, что 


ш 

или , будет: 

диференциал х , 



VI 


п 

(ІХ 

2т 

— — х 


Отсюда вытекает следующее общее правило. 
Правило IV. 

Для СОВЕРШЕННЫХ ИЛИ НЕСОВЕРШЕННЫХ СТЕПЕНЕЙ. 

Диференциал любой совершенной или несовер¬ 
шенной степени какой-нибудь переменной величины 
равняется произведению показателя этой степени на 
саму эту величину, возведенную в степень, на еди¬ 
ницу меньшую, и помноженную на ее диференциал. 

Итак, если предположить, что т выражает любое 
целое или дробное, положительное или отрицательное 
число, а X — произвольную переменную величину, 
то диференциал будет всегда (іх ззу 

ПРИМЕРЫ. 

-3 

Диференциал куба ау — хх, т. е, ау — хх , 

равняется _ 2 _ 

‘^У^ау —XX уасіу — 2хй?х = 

= Ъа^уу (Іу — ^аахху сіу Зах^ сіу — баауух сіх •-}- 
- 'р 1 2аух^ (Іх — 6х^ (Іх, 
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Диференциал или же ху-}-уу^у равняется 


или 


^ Ху(Іх\-хсіу-\-2у(Іу, 

у (іх X (/у + 2у сіу 
2Ѵху+^’ 


Диференциал ]/а^ -1- ахуу, или а* -|- ахуу '^, равняется 


или 


у X а*-\-ахуу ^ х ауу йх-\-2аху йу , 

ауу (іх 4 “ *1сіху сіу 
2У^ ах у у 


3 ^ 

Диференциал уах-^-хх, или > равняется 


или 


-^Хах-\-хх ^'Х.а(1х-\-2х их, 

а(іх-\-2х йх 


— 2 
XX 


3|/алг + 


Диференциал V аххх^а*ахуу, 


или 


ах-\- хх-{-'\/а* -\- ахуу ^ , равняется 

1 


X ах XX -\-\/ а* ахуу X 


X а(<х-\- 2хйх- 


ауу сіх + 2аху йх 
2 + ахуу ’ 
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или 


а (Іх -]-2хйх I 

2 |/ах XX Уахуу 

ауу (іх + 2аху ііу . 

2 + ахуу X 2 і/дл: хх Vахуу 


і/ ах + XX 

Диференциал - _ = будет согласно этому 

У ху + уу 

правилу {§ 7, 6) и согласно правилу о дробях 


ЗУах + лгл- ху+уу 


ху+УУ 


Замечание, 

8. Уместно заметить, что, беря диференциалы, мы 
всегда предполагали, что, вместе с возрастанием одной 
из переменных л:, и другие переменные 3 ;, 2 : и т. д. тоже 
возрастают, т. е. если л: становится х-{-сіх^ то у, г 
становятся у^\-(1уу и т. д. Поэтому, если 

случится, что некоторые из переменны)! уменьшаются, 
в то время как другие возрастают, то их диферен¬ 
циалы надо будет рассматривать как величины отри¬ 
цательные по отношению к диференциалам других 
величин, которые по предложению возрастают; и, 
следовательно, надо будет изменить знаки тех членов, 
в которых встречаются диференциалы уменьшающихся 
величин. Так, например, если предположить, что 
с возрастанием х величины у г уменьшаются, 
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т. е. что когда х станет х-^-йх^ то у н г стано¬ 
вятся — сіу, г — СІ2:, и если надо взять диферен- 
циал произведения хуг, то в найденном 5) дифе- 
ренциале 

ху сіг 4“ Лу 

надо изменить знаки членов, в которых встречаются 
(Іу и сіг. Таким образом искомый диференциал 
равняется 

уг йх — ху йг—хх сіу. 



• ГЛАЗА Л 

ПРИМЕНЕНИЕ ДИФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 
К НАХОЖДЕНИЮ КАСАТЕЛЬНЫХ КО ВСЯКОГО РОДА 
КРИВЫМ ЛИНИЯМ 

Определение. 

Е СЛИ продолжить одну из маленьких сторон Мт 
(черт. 2) многоугольника, составляющего 3) 
кривую линию, то эта продолженная таким образом 
маленькая сторона будет называться касательной 
к кривой в точке М или т 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ /. 

Задача. 

Я Пусть кривая линия АМ (черт. 3) такова, что отно 
шение абсциссы АР к ординате РМ выражается каким- 
либо уравнением, и пусть требуется провести в данной 
точке М этой кривой касательную МТ, 
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Проведем ординату МР п предположим, что пря¬ 
мая МТ у встречающая диаметр в точке Г, есть иско¬ 
мая касательная. Представим себе дру¬ 
гую ординату тру бесконечно близкую 
к первой, и проведем маленькую пря¬ 
мую МРу параллельную АР, Обозначим 
данные ЛР через х\ РМ через у (следо¬ 
вательно, Рр или МР=сіх и Рт = (іу)\ 
Черт. 2. ^ таком случае подобные треугольни¬ 

ки тРМ и МРТ дадут: 

тП (сіу) . т {сіх) : :МР (у). рГ=^ зв). 

Но при помощи диференциала данного уравнения мы 
найдем значение сІХу выраженное в членах, которые 
все содержат множитель йу 2"); 
если это выражение умножить 
на у и разделить на^^;, то по¬ 
лучится значение подкасатель¬ 
ной РТ ^), выраженное во 
вполне известных и свободных 
от диференциалов членах; это 
значение и послужит для проведения искомой каса¬ 
тельной МТ. 

Замечание, 



10. Когда точка Т (черт. 4) оказывается со стороны, 
противоположной Ау началу ;с-ов, то ясно, что 
с возрастанием х величина у уменьшается и что, 
следовательно (^' 8)у в диференциале данного уравне¬ 
ния надо изменить знаки всех членов, в которых 
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йстречается йуи иначе значение выраженное 

в сіу^ будет отрицательным, и, следовательно, отрица¬ 
тельным будет так же зна¬ 
чение РТ • Однако, 

чтобы не запутаться, лучше • 
брать диференцнал данного 
уравнения согласно ука¬ 
занным правилам (гл. /), не изменяя в них ничего. 
Действительно, если в конце операции окажется, 
что значение РТ положительно, то отсюда будет 
следовать, что надо взять точку Т с той же стороны, 
что и точка Л, начало х-ов, как мы это предполо¬ 
жили, производя вычисления; наоборот, если оно 
отрицательно, то точку придется взять с противопо¬ 
ложной стороны. Это выяснится на нижеследующих 
примерах. 

Пример /. 

И. 1 ) Если отношение АР к РМ (черт. 3) выра¬ 
жается уравнением ах —уу, то кривая АМ будет пара¬ 
болой, имеющей параметром данную прямую а; взяв 
диференциалы обеих сторон уравнения, мы будем иметь: 

айх = 2ус1уу (іх — 
и 



если подставить вместо уу его значение сіх. Отсюда 
следует, что если взять РТ ранным двум АРу и если 
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провести прямую МТу то она будет касательной 
в точке М. А это и требовалось сделать. 

2) Пусть дано уравнение аа = хуу выражающее 
природу гиперболы относительно асимптот (черт, 4). 
Взяв диференциалы [обеих сторон уравнения], мы 
будем иметь: 

хс1у-\- уЛх — 0 

и, следовательно, 

Отсюда следует, что если отложить РТ = РА со 
стороны, противоположной точке Л, и провести пря¬ 
мую МТі то она будет касательной в точке М. 

3) Пусть дано общее уравнение у'^ — х, выра¬ 
жающее собой природу всего бесконечного множе¬ 
ства парабол ^0), когда показатель т есть положи¬ 
тельное целое или дробное число, и всех гипербол, 
когда этот показатель есть отрицательное число 
Взяв диференциалы [обеих сторон], получим: 

(Іу = (Іх 

и, следовательно, 



если подставить вместо У” его значение х* 

3 

Еоіи /«= у , то уравнение будет у^ = ахх и 
будет выражать собой природу одной из кубиче- 

3 

ских парабол ^2); подкасательная РТ — ~^х* Если 
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т — — 2, то уравнение будет = хуу н будет 
выражать собой природу одной из кубических гипер¬ 
бол; подкасательная РТ = — 2л:. Так же обстоит 
дело и в других случаях. 

Чтобы провести в параболах касательную в точке А 
начале л:-ов, надо найти отношение Лх к (іу для 
этой точки; действительно ясно, что если мы будем 
знать это отношение, то тем самым будет определен 
и угол, образуемый касательной с осью или диамет¬ 
ром, В этом примере мы имеем: 




Так как 3 ; равно нулю в точке /4, то отсюда ясно, чтб 
отношение Лу к йх должно здесь быть бесконечно боль¬ 
шим, когда т больше 1 , и бесконечно малым, когда 
оно меньше 1 , т. е. что касательная в А должна 
быть параллельной ординатам в первом случае 
и сливаться с диаметром во втором. 


Пример II. 


12, Пусть кривая АМВ (черт. 5) такова, что 


АРХРВ{хХа — X) ■ РМ^ {уу) \-.АВ {а) . АО {Ь)\ 



Значит 


= ах — хх 


Черт. 5, 


И, если продиференцировать 



6 Зак. 2051. — Лопиталь. 
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Отсюда 

РТ — 2 ^ 3 / 3 / _ 2а х — л'дг 

^ \ «[у ) аЬ — 2Ьх ~ а~^2х ’ 

сіѵѵ 

если подставить вместо -=^ его значение лх — л:л:, и 


РГ — і4Р или Л Г = 


ял: 


а — 2.Ѵ • 


Предполагая теперь, что 


ля* X рв\х^ ха — х') РМ\у) ■.\АВ{а). АО{Ь), 
получим: 




и, продиференцировав, 

= 3ххсіх X сі — — 2асіх -\-2х сіх X 


откуда 

у сІх _ 5д:ЗХа— _ _ 5л: X Д — х " 

~ Зл:л: X - + "2 а: X ~ Зя - Зх - 2л* 


или 

и 


5ах ~ 5хх 
Зя —5х 


АТ 


2ах 

Зя — 5х 


Вообще, если т обозначает показатель степени 
ЛР, а п — показатель степени РЛ, то получается 
общее уравнение всего бесконечного множества 
эллипсов 


яу 




= х'*Ха —^ 
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ДИференциал которого 
т п ііу ^ 


X ^ — а: 

-п-1 


— па — X (іху^х . 




Отсюда (если подставить вместо ^ 
X л — х') получается: 




его значений 




/;/ + /ІА' X л 


тх‘ 


м—\ 


Ха-х 


■ па — А 


Хл*" 


/П + ЛА X Д — 


или 


та — л* 


• /2А 


л ДА 


+ лХ ДА--АА 
та — /// — //А /лл — /л — ЛА 

Пример III. 

13, Предполагая те же условия, что и в предыду¬ 
щем примере, с тою лишь разницей, что точки В 
и Р (черт. 6) находятся по 
разным сторонам точки Л, 
получим уравнение: 

Ѵ^П+71 ^ 


ау" 


= а"*Х«+л- , 



выражающее природу всех 
гипербол, рассматриваемых 
по отношению к своим диаметрам. Отсюда, как и 
прежде, получим: 

РТ— ^^^+^Х + _ 

та + л/ + ЛА та 4- т + пх 
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Если предположить АР бесконечно большим, то 
касательная ТМ пересечется с кривой только беско¬ 
нечно далеко, т. е. она обратится в асимптоту СЕ; 
в этом случае: 


АТ 


пах 


та -|- т пх ) "Ь 


ъ 


■ а — АС, 


ибо, поскольку а бесконечно меньше, чем а:, член та 
будет бесконечно мал по сравнению с т-\-пх. По 
той же причине уравнение кривой в этом случае об¬ 
ратится в 

аУ'*+"==Лх’^'-’*. 

Полагая для краткости т-{-п = р и извлекая из 
обеих частей равенства корень [степени] получим: 

уІ/а = х^Ь , 

диференциал чего есть 

с1у^а = с1х^Ь. 

Таким образом, проведя АЕ параллельно ординатам 
и представив себе маленький треугольник при точке, 
в которой асимптота СЕ встречает кривую, получим 
пропорцию (Іх . сіу, или 


Определив таким образом величины СА и АЕ, 
можно провести бесконечную прямую СЕ, которая 
будет искомой асимптотой. 
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При /;г = 1 и /г = 1 кривая будет обыкновенной 
гиперболой, и ЛС = “^а, 

половине сопряженного диаметра, что, как известно, 
согласуется с действительностью 

Пример IV. 

Пусть уравнение 

— х^ — аху 

[АР = Ху РМ=у, а — данная прямая линия) выра¬ 
жает природу кривой АМ (черт* 6). Его диференциал 

Зуу сіу —Зхх сіх = ахс1у-\- ау сіх. 

Значит 

усСх _ Зу^ — аху 
Иу~3хх + ау^ 

л у, Су (/X \ _ЗуЗ — З^з — 2аху _ аху 

\ (іу ^) Зхх -\-ау Зхх + ау * 

если подставить вместо Зу^ — его значение Ъаху. 

Если теперь предположить, что АР и РМ каждая 
бесконечно велики, касательная ТМ обратится в асимп¬ 
тоту СЕ у а прямые ЛГ и АЗ обратятся в ЛС и АЕ, 
которые определяют положение асимптоты. Итак, ЛГ, 

которую я назову ^ = откуда 

З/лгх _3іх 
^ ах — аі а ^ 

когда Л 7' обращается в Л С, потому что при этом аі 
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ничто по сравнению с ах. Подставляя эту вели- 
Зіх 

чину вместо у в — х^ = аху, получим: 
27і^х^ — = ЗаЧхХу 

откуда (отбрасывая член ЗаЧхх, так как при беско¬ 
нечно большом X он есть ничто по сравнению 
с двумя другими: 27і^х^ и а^х^) 

Точно так же >15 (^у —* ■которое я называю 

-, а отсюда 

дуу — ах * 

ау аз а ^ 

так как при у^ бесконечно большом по сравнению 
с 5, член аз будет ничем по сравнению с членом ау. 
Подставляя эту величину в уравнение кривой, найдем: 

АЕ (5) = 

Отсюда следует, что если взять каждую из линий 
АС и АЕ равной — а и провести бесконечную 

о 

прямую СЕ, то она будет асимптотой кривой АМ. 

Этими двумя последними іримерами надо руко¬ 
водствоваться при нахождении асимптот других 
кривых *''). 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ II 
Задача. 

15, Допустим в предыдущем предложении, что абсцис- 
сы АР (черт. 7) суть отрезки кривой, касательные кото^ 
рой РТ известны, и что надо в данной точке М 
на кривой АМ провести касательную МТ. 

Проведя ординату МР и касательную РТ и пред¬ 
полагая, что прямая МТ, пересекаюи;аяся с ней в Т, 
есть искомая касательная, 
представим себе другую ор¬ 
динату тр, бесконечно близ¬ 
кую к первой, и малень¬ 
кую прямую МРу парал¬ 
лельную РТ, Обозначив дан¬ 
ные АР через х, РМ через 
получим, как и прежде, 

Рр или МР = ЛХу Рт — Лу\ 
а подобные треугольники тРМ и МРТ дадут: 

тЯ т . ям {йх):: МР (у). РТ=^. 

Остальное получается на основании уравнения, ко¬ 
торое выражает зависимость между абсциссами АР(х) 
и ординатами РМ {у), как мы это уже видели в пре- 
дыдущих примерах и еще увидим в последующих 



Пример /. 

16. Пусть ~ = ^ диференциал 

будет: 

2ху сіу —уу сіх йхУ аа-{-Уу і ху йу 




р У аа +УУ 


этого 


а 
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или, приводя это равенство к виду пропорции: 

йу .Лх {МР.РТ)\\ 

,, Ѵаа-\-уу I УУ ^ 2л'у _ 

а XX XX аУ аа-^-уу * 

Следовательно, отношение данной МР к иско¬ 
мой подкасательной РТ выразится через вполне из¬ 
вестные члены, свободные от диференциалов. Что и 
было предложено найти. 

Пример II. 

17. Пусть ^ — диференциал этого будет: 



Если предположить, что кривая АРВ есть полукруг 
и что ординаты Л/Р, продолженные до Р, перпенди¬ 
кулярны к диаметру АВ, то кривая АМС будет полу- 
рулеттой или циклоидой: простой, когда Ь = а^ удли¬ 
ненной, когда Ь больше а, и укороченной, когда — 
меньше 

Следствие. 

18. Я УТВЕРЖДАЮ, что если в случае простой цикло¬ 
иды провести хорду АР, то она окажется параллель¬ 
ной касательной МТ. 

Действительно, в этом случае треугольник МРТ 
становится равнобедренным, и внешний угол ТР^ 
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будет равен удвоенному противолежащему ему вну¬ 
треннему углу 7уИ^. Ноугол АР^ равен углу ЛРГ, 
так как оба они измеряются половиной дуги ЛР, и 
следовательно, он равен половине угла 7’Р^. Стало 
быть углы ТМ^ и ЛР^ равны между собой, 
и значит линии ЖР и ЛР параллельны. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ НЕ 
Задача. 

19. Пусть АР — какая-либо кривая (черт. 7) с диаметром 
КПАР, касательные которойРКизвестны; и пусть АМ-- 
другая кривая, такая, что если провести кахугодно ор¬ 
динату Лір, пересекающую первую кривую в точке Р, то 
соотношение между дугой АР и ординатой М^ выра¬ 
зится некоторым уравнением. Требуется из данной 
точки М провести касательную МН. 

Обозначив данные РК через іу К^ через 5, 
дугу ЛР через х, Ж^ через у у получим (проводя 
другую ординату бесконечно близкую к Ж^, 

и линии РО и параллельные Л^): 

Рр = (1х\ т5 — с1у. 

Из подобия треугольников КР^ и РрО^ тЗМ 
и М^N следует: 

о 

РКІІ). К^ (5):: Рр (с/х) . РО или М8 = — 
т5 {(іу ) . 5М (^) :: М^ (у) • ^Л^= • 


И 
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При помощи диференцирования данного уравнения 
величина йх выразится через члены, каждый из кото¬ 
рых содержит в качестве множителя следова¬ 
тельно, если подставить эту величину вместо сіх 

в I то (Іу сократится и величина искомой подкаса¬ 
тельной ^Л/'выразится через известные члены (Іегтез). 
Что и требовалось найти. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ IV. 

Задача. 

20. Пусть две кривые линии А^С и В СМ (черт. 8) имеют 
диаметром прямую ТЕ АВР, и касательные ^Е и МР из- 
вестны; пусть кроме того другая кривая линия МС та- 
ковПу что соотношение между ординатами МР, рР и 

МР выражается неко¬ 
торым уравнением. 
Требуется из данной 
точки М на этой по¬ 
следней кривой про¬ 
вести к ней каса¬ 
тельную МТ. 

Представив себе 
при точках М 
и N малые тре¬ 
угольники МІ^т и Л/ 5 /г и обозначив известные 

РЕ через 5, РЕ через через х, РМ через у и 

РМ через .г, получим од = сІХу Рт == сіу, Зп = — 
так как, при возрастании х и у^ г убывает 5 ). 

Из подобия треугольников С^РЕ и до^у NРЕ 
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и МРТ и тНМ получим; 

С1Р{х) .РЕ{в)\\ 

\\до{(1х) .о(^ или МЯ или 5 іѴ= 


8йх 

X 

іЛг 


N9 (г). РР(і) ::п8 (, — аг).5N^= =1^ = 


^откуда Лг — - 


т9{ау).т (^^у.:МР(у).РТ = ^^. 

Если же в диференциал данного уравнения подставить 
вместо йх его значение ———, то мы найдем вы¬ 
ражение величины йх через йу\ при подстановке 
этого выражения в , сіу сократится, и величина 
подкасательной РТ выразится через известные члены. 

Пример, 

21, Пусть уу = хх, Диференциал этого будет: 

, » I ^ іхЛх'—^гйх 

2 ус 1 у = хс1х-\^ хс1х= -^-, 

если подставить вместо (іх его отрицательное значе¬ 


ние 


• 8ХйХ 

• 


Отсюда 


, 2іуау 
іх — 5^ 

и, следовательно, 

РТ 

\Х(Іу) ІХХ — 8ХХ / — 5 » 

если подставить вместо уу его значение хх. 
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Пусть теперь дано оби^ее уравнение , 

диференциал которого будет: 

^ Лу — йхЛг ^ 

(іх (іх 

~ 7 

если подставить вместо с/.г его значение —7^~* 
Отсюда 

^зу с1х\ _ тзі -}- пзі _ тзі + пзі 

^ \хсіу ) ~ тіг^х^^-пзг^^х^^^~ ті-пз ’ 

если подставить вместо его значение ^. 

Можно заметить, что если кривые А^С и ВСN 
обращаются в прямые линии, кривая Л1С становится 
одним из всего бесконечного множества конических 
сечений, а именно; эллипсом, когда ордината СО, 
выходящая из точки пересечения С, попадает между 
концами Л и 5; гиперболой, — когда она попадет 
с какой-либо стороны от них; и наконец параболой, — 
когда один из концов Л и В бесконечно удален от 
другого, т. е. когда одна из прямых СЛ или СВ 
параллельна диаметру ЛВ 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ V, 

Задача. 

22. Пусть кривая АРВ (черт. 9) имеет фиксированное 
и неизменное начало в точке А, и касательные РН 
этой кривой известны. Пусть далее имеются вне этой 
кривой другая фиксированная точка Р и другая кри- 
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йдя СМО, такая, что если провести произвольную 
прямую РМР, то отношение ее части РМ к отрезку 
кривой АР выражается каким-либо уравнением. Пред¬ 
лагается провести из данной точки М касатель.. 
ную МТ. 



Восстановим к РР перпендикуляр РН, который 
пересекается с данной касательной РН в точке /У, а 
с искомой МТ в точке Т] затем представим себе 
прямую рРпіОру образующую с РР бесконечно ма¬ 
лый угол, и опишем из центра Р малые круговые 
дуги РО и МР. Малень¬ 
кий треугольник рОР бу¬ 
дет подобен прямоуголь¬ 
ному треугольнику РРН, 
потому что углы НРР 
и НрР {§ 2) равны, ибо 
они разнятся между собою 
на угол РРру который по предположению беско¬ 
нечно мал; кроме того угол /?ОР — прямой, так 
как касательная в О (которая есть не что иное, 
как продолжение малой дуги РО, рассматривае¬ 
мой как прямая) перпендикулярна к радиусу РО. 
По тем же соображениям подобны и треугольники 
тРМ и МРТ, Ясно, что малые треугольники, или 
секторы, РРО и РМР тоже подобны между со¬ 
бой. Поэтому, обозначив известные РИ через НР 
через 5 , РМ через 3 ;, РР через 2 и дугу АР через л:, 
получим: 

РН (О . НР{$) :: Рр (Лх) .РО==^-^ • 
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РР (г). РМ {у ):: РО . АШ =-~ ; 
п 

тРШ . /?/И ("■^):: РМ(у) • • 

Остальное получается посредством диференцирования 
данного уравнения. 

Пример. 

23. Если угодно, чтобы кривая АРВ (черт. 10) была 
кругом с центром в фиксированной точке В, то оче¬ 
видно, что касательная РН становится параллельной 

и равной подкасательной 
РИ, так как НР становится 
тоже перпендикулярной к РР. 
Таким образом в этом случае 

р'р ^ УУ (іх ^ уу (Іх 
г йу айу ^ 

если обозначить отрезок 
РР (г) через а, ибо он из 
переменного стал теперь постоянным. Если, по 
установлении этого, обозначить всю окружность или 
какую-либо ее определенную часть через Ь и поло¬ 
жить Ь.х::а.уі то кривая СМО^ которая в этом 
случае окажется РМО, будет спиралью Архимеда, и мы 

будем иметь У = Диференциал этого будет: 



р р 
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откуда 



ах 


если подставить вместо у его величину ; следо¬ 
вательно, 



Это дает следующее построение. 

Опишем из центра Г' радиусом РМ дугу круга 
М^, ограниченную в ^ радиусом РА, который со¬ 
единяет неподвижные точки А и Р, и возьмем РТ 
равным дуге М^. Я утверждаю, что МТ будет ка¬ 
сательной в М. Действительно из подобия секторов 
РРА и РМ^ следует, что 


РР{а) .РМ(у)::АР{x).М^ = ^ = РТ. 


Если вообще взять Ь . х\:а^\ (показатель сте¬ 
пени т обозначает какое угодно целое или дробное 
число), то кривая РМО будет одной из всего бес¬ 
конечного множества спиралей. Мы будем иметь 


диференциал чего будет: 



откуда 
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если подставить вместо его 
и следовательно, 


значение -у- , 



Предложение ѵі. 
Задача. 


2^. Пусть АРВ (черт. \\)-^кривая линия, касательные 
которой РП известны, и Р — фиксированная тонка вне 
этой линии. Пусть СМО — другая кривая, такая, что 
если провести произвольную прямую РРМ, то отноше- 



Г 


Черт. 11. 


ние между РР и ? ІА выразится некоторым уравнением. 
Требуется из данной точки М провести касатель¬ 
ную МТ. 

Проведя прямую РИТ^ перпендикулярную РМ^ и 
представив себе, как и в предыдущем предложении, 
малые треугольники РОр и МРт, подобные треуголь¬ 
никам НРР и ТРМу обозначим известные РН че¬ 
рез 5, РР через X, РМ через у. Мы получим тогда: 


РР{х ). /^я(5):: рО іЛх) .ОР = ^; 
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и 

РР(х) .РМ(у ):: ОР . РМ =; 

тР (сіу) . РМ (^) :: РМ (у). РТ= ^ . 

Остальное получается посредством днференцирования 
данного уравнения. 

Пример. 

25. Если в качестве кривой АРВ взять прямую ли¬ 
нию РН, а уравнением, выражающим отношение РР 
и РМу будет з; — л: = а, т. е. РМ остается всегда 
равным данной прямой а, то в качестве дифереіь 
циала получится сіу = сіх, следовательно, 

\ XX йу ) XX 

Это дает следующее построение. 

Проводим МЕ параллельно РН и МТ — парал¬ 
лельно РЕ\ я утверждаю, что она будет касатель¬ 
ной в М. 

Действительно 

РР (х). РН ($):: РМ(у) = ^ 
и 

РР(х). РЕ (^) •.•.РМ(у).РТг=Ш. 

Ясно, что кривая СМО есть конхоида Никомедл, 
асимптотой которой является прямая Р/У, а полю¬ 
сом— фиксированная точка р ^2). 


7 Зяк. 2051. — Лопиіаль. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ VII. 

Задача. 

26. [Іусть кривая линия АКМ (черт. 12), касательные ко¬ 
торой МП известны, имеет диаметром прямую ЕРАНТ. 
Пусть далее вне этого диаметра имеется фиксирован¬ 
ная точка Е, из которой выходит бесконечная прямая 
ЕР8М, пересекающая диаметр в Р, л кривую в М. Если 
теперь предположить, что при вращении прямой ГРМ 
вокруг точки Г фигура РАМ передвигается параллельно 
самой себе вдоль неподвижной бесконечной прямой ЕТ 



так, что расстояние РА остается неизменным, то М, 
точка постоянного пересечения линий РМ и АЛ1, опи¬ 
шет при этом движении кривую линию СМО. Предла¬ 
гается провести из данной точки М на этой кривой 
касательную МТ. 

Представим себе, что фигура РАМ перешла 
в бесконечно близкое положение рат, и проведем 
линию тР8 параллельно АР. Рр = Аа = Нт^ что 
ясно из способа нх образования, и следовательно, 
Р8 = 8т — Рр. Итак, обозначив известные РР или Рр 
через Ху РМ или рт через у, РН через 5, МН че¬ 
рез і и диференциал Рр через сігу мы из подобия 
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треугольников РРр и Р8т, МРИ и М8Р, МИТ 
и МРт получим: 

Рр {х). Рт{у)\-.Рр ісіг ) . 8т 
^значит 8Р — -Ѵ ^ ^ 

РН (5) . НМ {і ) :: 8Р 

И 

\ оХ ^ у — X * 

Значит, если провести РЕ параллельно МИ и взять 
НТ=РЕ, то линия уИГ будет искомой касательной. 
Если бы линия АМ была прямой, кривая СМО 
оказалась бы гиперболой, имеющей одной из своих 
асимптот линию ЕТ, Если бы она была кругом 
с центром в точке Р, кривая СМО оказалась бы 
конхоидой НикомЕдл, имеющей асимптотой линию 
ЕТ и полюсом точку Р. А если бы она была пара¬ 
болой, то кривая СМО оказалась бы сопровождаю¬ 
щей кривой параболоиды Декарта (Оеош., кн. 3), 
которая получилась бы при упомянутом движении 
под прямой ЕТ в результате пересечения РР 
с другой половиной параболы ^з). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ VIII. 

Задача. 

27, Пусть кривая АН (черт. 13) имеет диаметром пря¬ 
мую линию АР, а фиксированная точка Р находится вне 
этих линий. Пусть другая кривая СМО такова, что 

Р 
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если провести произвольную прямую РМРК, то отноше¬ 
ние между ее частями РК, РР и РМ выразится некото- 
ры я уравнением. Спрашивается, как провести из данной 
точки М касательную МТ. 

Проведем через точку Р линию ИК, перпендику¬ 
лярную РМ и пересекающуюся с диаметром АР 
в Л' и с данной касательной МИ — в /У, и опишем 
из центра Р радиусами/^Л^, РР и РАІ малые круго¬ 
вые дуги Л/р, Ро, ЛУ/?, ограниченные прямой Рщ 
образующей бесконечно малый угол с РМ. 



Черт. 13. 


Если обозначить известные: РК через 5, РН 
через іу РР через л:, РМ через у, РМ через г, то 
из подобных треугольников РРК и роРу РМР и 
РРо и РМ^у ИРМ и МСіПу тРМ и МРТ полу¬ 
чится, что 

РР{х). РК{8)::ро (ах) .оР^^-^\ 
РР(х).т{у)-.:Ро 
РР{х) . РМ(г ):; Ро ; 
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н 

я/-- {і) . т {г ):; N^ (—) . (— <1г) *= ; 

Н 

пЩ^{(іу) . ш (^);: РМ (у) • . 

При помощи днференцироваііия данного уравнения 
можно выразить величину йу через (Іх и (іг. Если 
в получившееся выражение подставить затем вместо 

(Іг его отрицательное значение (потому что 

при возрастании л', г убывает), то сіу выразится через 
члены, каждый из которых содержит множитель (Іх, 
Таким образом, когда это выражение для сіу будет, 

наконец, подставлено в , сіх сократится. Следо¬ 

вательно, величина РТ выразится через известные 
члены, не содержащие дифереііциалов. 

Если предположить на месте прямой линии АР 
кривую и провести касательную РКі то для РТ 
получится то же самое значение и рассуждения 
останутся прежними. 

Пример. 

28, Предположим, что кривая ЛМ (черт. 14) есть 
круг, проходящий через точку р (так расположенную 
относительно диаметра АР, что перпендикулярная 
к этому диаметру линия РВ проходит через 
центр О этого круга), и что РМ всегда равна РМ. 
Ясно, что кривая СМ О, которая в этом случае 
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окажется РМА^ будет циссоидой Диоклеса. Уравие- 
ипе при этом будет: 

У — 2-^» 


диферепциал его есть: 

ау = 2(іх — (іг= --, 

если подставить вместо (1г уже найденное выше его 
значение — (§ ^7). 



Следовательно, 

РТ 

‘ \хх(іу) 2(хх + згг' 


Если данная точка М попадает в точку А, то 
каждая из линий РМ, РМ, РР окажется равной 
РА, так же как и прямыеи РН\ следовательно, 

в этом случае РТ = = -^х. Значит, если взять 


РТ=-^АР и провести линию АТ, она будет 


касательной в А. 

Касательные к циссоиде можно найти еще по спо¬ 
собу, изложенному в первом предложении, проводя 









Анализ бесконечно малых 


103 


перпендикуляры УѴ^", Мі к диаметру РВ и отыски¬ 
вая уравнение, выражающее отношение абсциссы Рі 
к ординате Это производится следующим обра¬ 
зом. Обозначив известные РВ через 2а, Рі или ВЕ 
через Ху ІМ через уу получим из свойства круга 
и подобия треугольников РЕЫ и РІМ: 


Рі (х) .ІМ{у)\\РЕ- ЕЫ::ЕЫ{Ѵ 2ах—хх) . ЕВ(х). 

Отсюда 

3/3;: 


2а —X ^ 


диференциал чего есть: 


2у(іу = 
Следовательно, 


^ахх (іх — 2а'3 і/х 


2а —X 


10(§ 9) 


ау ) 


'бахх — 


Ъа — X 


если подставить вместо уу его значение 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ IX, 

Задача. 

29. Пусть АМВ и СРО — кривые, а — прямая, на 
которых отменены фиксированные точки А, С, Р (черт. 15); 
пусть кроме того другая кривая ЕМО такова, что если 
провести через какую-либо ее точку М прямую РМП и 
провести МР параллельно РК, то отношение дуги АК 
к дуге СР выразится некоторым уравнением. Требуется 
из данной гпочаі М на кривой ЕО провести касатель¬ 
ную МТ. 
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Проведя через искомую точку Т линию Г/7, па¬ 
раллельную РМу а через данную точку М прямые 
МЯК и МО Ну параллельные касательным в Р и УѴ, 
нанесем РтОПу бесконечно 
близкую к РМНу и тЯр* 
параллельную МР. 

Если теперь обозначить из¬ 
вестные РМ через 5, РМ че¬ 
рез іу МК через Ну СР че¬ 
рез X, АН через у (значит Рр 
или МЯ = (1Ху Нп — с1у)у то 
из подобия треугольников 
РНп и РМОу МОт и МН Гу 
МРт и МКТ получится: 

РNІі ) . т (з ):: Мп {йу) .МО 

МІ^ {йх ). МО -.'.МКІи) .МН = ^-^. 



При помощи диференцирования данного уравнения 
величина (іу выразится через члены, каждый из ко¬ 
торых содержит множитель сІХу и, при подстановке 

811 (ІѴ 

полученного выражения в , іх сократится. 
Следовательно, величина МН выразится через вполне 
известные члены. Это дает следующее построение. 

Проведем линию Ж/7, параллельную касательной 
в Л/' и равную только что найденной величине; про¬ 
ведем НТу параллельную РМ и пересекающую пря¬ 
мую РК в Г; через эту точку пересечения и через 
данную точку Ж проведем искомую касательную Ж Г. 
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Пример. 

30. Если кривая ЛПВ (черт. 16) будет четвертью 

круга с центром в фиксированной точке Г, кривая 
СРО — радиусом перпендикулярным к прямой 

РКО0,ТВ, и если дуга АП (у) 
всегда относится к прямой ЛР(х), 
как четверть круга АПВ {Ь) к ра¬ 
диусу ЛР(а), то кривая ЕМО 
окажется квадратрисой Дино- 
страта АМО, и мы будем иметь 

\ Ых / а (іх ' 

так как РР или АІК(и) = (і — л* и РП Но 

из предположенной пропорциональности следует, что 
ау = 1?х и асіу — Ь сіх. Поэтому, подставляя в значение 

МИ вместо X н сіу их значения и 

найдем Это дает следуюпхее построение. 

Проведем линию МН^ перпендикулярную к РАІ 
и равную дуге описанной из центра р, и линию 
НТу параллельную РМ, Я утверждаю, что линия УПР 
будет касательной в М, Действительно, из подобия 
секторов РПВ и РЖ^ имеем: 

РЫ (а). РМ (5) ::МВ{Ь —у). М^ = со). 

Следствие, 

31. Если требуется определить точку О, в которой 
квадратриса АМО пересекает радиус РР (черт. 17), 
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ТО следует представить себе еще другой радиус бес¬ 
конечно близкий к РОВ, Если провести параллель¬ 
но РВу то свойство квадратрисы и подобие треугольни¬ 
ков РВЬ и §/Р^ прямоугольных при В и при /, дадут: 

АВ ,АР:\ВЬ ,Р/\\РВ или АР.§/ или РО, 


Отсюда видно, что если взять третью пропорцио- 


и к радиусу АР, то она будет 



равна РО, т. е. РО = 


Это 


позволяет упростить построение 
касательных. 

Действительно, если провести 
ТЕ параллельно ЛШ (черт. 16), 
то подобные треугольники РМК и РТЕ дадут: 

МК{а — х).МР (5):: 

::ЕТ илиЖЯ(-^). Р/'=— = 


па 


если подставить вместо х его значение 


ау 


и затем 


все разделить на Ь — у. Отсюда ясно, что линия 
есть третья пропорциональная к ТО и РМ, 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ X. . 

Задача. 

32. Пусть кривая линия АМВ (ч'ерт. 18) такова, что 
отношение между прямыми МР, МО, МН и т. д., про¬ 
веденными из какой-либо ее точки М к фокусам Р, О, И, 
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выражается некоторым уравнением. Пусть требуется 
в данной точке М восставить к касательной в этой 
точке перпендикуляр МР. 



Взяв на кривой АВ бесконечно малую дугу Мт 
и проведя прямые РР^т, 0пі5 и НтО, опишем 
из центров руО \\ Н малые круговые дуги МН, М5 
и МО. Затем из центра М опишем каким-либо 
радиусом круг СОЕ, пе¬ 
ресекающий линии Л'^.Р^ 

МО и МН в точках С, 

О и Е. Из этих точек 
опустим на МР перпен¬ 
дикуляры Сіу ОК и Е/. 

Сделав эти приготовления, 
я замечаю, что: 

1° Прямоугольные тре¬ 
угольники АЩгп и МІС подобны, так как если 
отнять от прямых углов іМт и НМС общий 
угол ІМН, то оставшиеся [углы] РМт и ІМС 
будут равны, и так как вдобавок углы при /? и 
і —^ прямые. Так же можно доказать,, что подобны 
прямоугольные треугольники М8т и МКО, МОт 
и МІЕ. Поэтому из того, что малые треуголь¬ 
ники МНШу М8т и МОт имеют общую гипоте¬ 
нузу Мт и что гипотенузы ЖС, МО и МЕ 
треугольников ЖЛС, МКО и МІЕ между собою 
равны, следует, что перпендикуляры Сі, ОК и ЕІ 
относятся между собою, как диференцналы Нт^ 
8т и От. 
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2° Линии, выходящие из фокусов, находящихся 
с одной стороны перпендикуляра МР, возрастают, 
п то время как другие линии убывают, и обратно- 
Так, на черт. 18 РМ увеличивается на его диферен- 
циал Рт, в то время как От и НМ уменьшаются 
на их диференциалы 5т и От. 

Если теперь для определенности предположить, 
что уравнение, выражающее отношение между отрез¬ 
ками РМ (х), ОА4 (у) и НЛІ (г), есть: 


ах ~1- ху — гг = 0, 

диференциал чего есть: 

а сіх -1-;; сіх-\-х (іу — Лг — 0, 

то, очевидно, касательная в М (которая есть не что 
иное, как продолжение М.т малой стороны много¬ 
угольника, образующего по предположению {§ 3) 
кривую АМВ) должна быть расположена таким обра¬ 
зом, чтобы при проведении через какую-либо ее 
точку т линий //г/?, т8 и тО, параллельных пря¬ 
мым РМу ОМ и РІМ и ограниченных в /?, 5 и О 
перпендикулярами к ним ЛІР, М5 и МО, всегда 
имело место уравнение: 

а "ф*3^ Ж Рт -ф* X Ж 5т 2 < 2 : Ж 0//і = 0, 

или же (что сводится к тому же, если заменить Рт, 
5т и От пропорциональными им величинами Сі, 
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ОК и ЕІ) МР, перпендикуляр к кривой, должен 
быть расположен так, что: 

а-{-уУіСі |-д:Х ОК —X ЕІ—0. 

Это дает следующее построение. 

Предположим, что точка С (черт, 18, 19) обла¬ 
дает весом а-У у у на который умножается диферен- 
циал йх прямой РМу на которой эта точка нахо¬ 
дится; что, аналогично, точ¬ 
ка О обладает весом л', а 
точка Еу взятая с другой 
стороны от М относительно 
фокуса Н (так как член 
— 2г (іг отрицателен), обла¬ 
дает весом 2<г. Я утверждаю, 
что прямая МРу проходя¬ 
щая через общий центр тя¬ 
жести весов, находящихся 
по предположению ъ С, О 
и Еу будет требуемым перпендикуляром. Действитель¬ 
но из принципов механики ясно, что всякая прямая, про¬ 
ходящая через центр тяжести нескольких весов, разде¬ 
ляет их таким образом, что веса по одну сторону этой 
прямой, умноженные каждый на его расстояние от нее, 
в точности равны весам по другую ее сторону, также 
умноженным каждый на его расстояние от этой же 
прямой. Стало быть, если у г при возрастании х 
тоже возрастают, т. е. если фокусы Еу О ѵі И ока¬ 
зываются (черт. 19) по одну сторону МРу как и 
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предполагалось все время при диференцированіін дан¬ 
ного уравнения по указанным правилам, то линия МР 
будет иметь, с одной стороны, веса в С и Д, а с дру¬ 
гой, — вес в Я, и таким образом а-\-у X Сі-\-х X 
X ОК — 2г X ЕІ =0, А это уравнение и требова¬ 
лось построить. 

Теперь я утверждаю, что так как построение под¬ 
ходит в этом случае, то оно будет годиться и во всех 
других. Действительно, если, например, предположить, 
что точка М меняет свое положение на кривой так, что 
у н г при возрастании х убывают, т. е, что фокусы 
ОиН (черт. 18) переходят на другую сторону МР, то: 

1° 5) в диференциале данного уравнения надо 

переменить знаки при членах, содержащих множители 
сіу и Лг или пропорциональные им величины ОК 
и Я/, и значит уравнение, которое требуется по¬ 
строить, будет в этом случае: 

(П^Х Сі — XX ОК-\-2гХЕІ = 

2° Веса в Я) и Я окажутся по другую сторону /Ѵ/Р, 
и из свойства центра тяжести получится: 

сі-]-уХ Сі —а;Х ОК'^-'^гХ Я/= 0 , 

что и является уравнением, которое требуется по¬ 
строить, А так как это имеет место во всех возмож¬ 
ных случаях, то из этого следует, что и т. д. 

Очевидно, это же рассуждение сохраняется для 
любого числа фокусов и любого заданного уравнения, 
откуда получается следующее общее построение. 
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Диференцируем данное уравнение^ относительно 
которого я предполагаю, что одной из частей его 
является нуль и описываем из центра М произ¬ 
вольный круг С^Я, пересекающий прямые 
МО и МН в точках С, О \\ Е. Предположим, что 
в этих точках имеются веса, которые относятся между 
собой, как величины, на которые умножаются дифе- 
ренциалы тех линий, 
на которых они распо¬ 
ложены. Я утверждаю, 
что линия ЛІЯ, прохо¬ 
дящая через их общий 
центр тяжести, будет 
требуемым перпенди¬ 
куляром, Следует иметь 
в виду, что если в дифе- 
ренциале данного урав¬ 
нения один из весов яв¬ 
ляется отрицательным, то надо считать, что он находится 
с другой стороны от точки Лі относительно фокуса. 

Построение остается тем же и в том случае, если 
фокусы Я, О, Н (черт. 20) являются прямыми или 
кривыми линиями, на которые прямые ЛІЯ, МО и 
МН падают под прямыми углами. Действительно, если 
из точки гПу взятой бесконечно близко к М, опустить 
на фокусы перпендикуляры т/, тН, а из точки М 
провести к этим перпендикулярам малые перпенди¬ 
куляры ЛІЯі ЛІ5 и МО, то ясно, что будет 
диференциалом ЛІЯ, так как прямые ЛІЯ и /?/равны 
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как перпендикуляры, заключенные между параллель¬ 
ными линиями р/ и Ж/?. Аналогично, 5пі есть ди- 
ференциал ЖО, а От — диференциал МН, Осталь¬ 
ное затем доказывается, как и выше. 

Можно еще предположить, что все или часть 
фокусов Р, О \\ Н (черт. 21) являются кривыми 
линиями, имеющими фиксированные и неизменные 
начала в точках Р, О и //, и что кривая АМВ та¬ 
кова, что если провести, 
например, из какой-либо 
ее точки Ж касательные 
МѴ, МХ и прямую МО, 
то соотношение между 
смешанно-линейными ли¬ 
ниями РѴМ, НХМ и 
прямой ОМ выражается 
некоторым уравнением. 
Ясно, что касательная ти, проведенная из точки 
т, взятой бесконечно близко к Ж, пересекает 
другую касательную в точке V (так как она есть 
не что иное, как продолжение малой дуги Ѵи, 
рассматриваемой как малая прямая); следовательно, 
если из центра V описать малую дугу круга Ж/?, то 
/?/п будет диференциалом смешанно-линейной линии 
РѴМ^ которая обратится в РѴиНт, Остальное 
доказывается, как прежде. 

Г. ЧирпгАУЗ дал первую идею этой задачи в своем 
ііѵге (Іе Іа Мейсеіпе йе Ѵезргіі] г. Флтио нашел потом 
очень остроумное ее решение, опубликованное им 
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в ^ои^паиx (і'НоІІапсіе, Но их подход к задаче является 
лишь частным случаем приведенного мною только что 
общего построения ^7). 

Пример /. 

33. Пусть ахх 4“ Ьуу сгг — /з = о (прямые 
а, с, / лапы). Диференциал этого будет: 

ах сіх Ьу сіу 4- сг Аг = 0. 

Поэтому, если предположить в С (черт. 22) вес 
аХу в О — вес Ьу и в Е — вес сг^ т. е. веса, 
которые относятся между 
собой, как эти прямо¬ 
угольники 5®), то линия 
МРу проходящая через 
их общий центр тяжести, 
будет перпендикулярной 
к кривой в точке М. 

Если провести ЕО па¬ 
раллельно СЬ и взять ра¬ 
диус А/С за единицу, подобные треугольники Л4СІ и 
МЕО дадут, что РО == х X СЬ; точно так же, проведя 
ОР параллельно ОК и ИЗ параллельно ЕІу найдем, 
что ОР =уХ ОК и ИЗ = гХЕІ. Таким образом, 
если представить себе в фокусах Р, О Н веса 
а, Ь у\ Су линия МРу которая проходит через центр тя¬ 
жести весов аХу Ьу и сХу предположенных в С, ^ и 
Еу пройдет такжеи через центр тяжести этих новых 
весов. Значит этот центр тяжести есть фиксирован* 



3 Зак. 2051. — Лопитаяь. 
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ная точка, так как веса 'в /% О и //, а именно 
л, 6 и с, суть постоянные прямые [отрезки], которые 
остаются неизменными, где бы ни находилась точка М' 
Отсюда следует, что кривая АМВ должна быть та¬ 
кова, чтобы все ее перпендикуляры пересекались 
в одной точке, т. е. она будет кругом с центром 
в этой точке. Таким образом получается замечатель¬ 
ное свойство круга, которое можно формулировать 
следующим образом. 

Допустим, что в некотопоГі плоскости имеется 
любое количество весов с 'л т. д., находящихся 

в /^, О, Я и т. д., и из их общего центра тяжести 
описан круг ЛМВ\ я утверм'даю, что если через ка¬ 
кую-либо его точку М провести прямые Л1В, МО, 
МИ и т, д., то сумма их квадратов, умноженных на 
соответствующие им веса, будет всегда равна одной 
и той же величине 

Пример //. 

34. Пусть кривая АМВ такова (черт. 23), что 


если из какой-либо ее 
точки'' М провести пря¬ 
мую МВ к фокусу В, ко¬ 
торый является фиксиро¬ 
ванной точкой, и перпен¬ 
дикуляр МО — к фокусу О, 
который является прямой 



с 

Черт. 23. 


линией, то отношение МВ к [МО остается по¬ 
стоянно равным отношению данной а к данной 6. 




Анализ Бесконечно малых 


115 


Обозначив РМ через х, Л40 через д/, будем 
иметь: 

X .у \\ а.Ь 

и, следовательно, 

ау = Ьх, 

диференциал чего есть: 

айу — ЬсІх — 0. 

Поэтому, если предположить в С, находящейся за 
М относительно Ру вес Ьу а в (находящейся на 
таком же расстоянии от Л/І) вес а, то линия Л1Р, 
проведенная через их общий центр тяжести, окажется 
требуемым перпендикуляром. 

Из принципа рычажных весов (Ьаіапсе) ясно, что 
если разделить хорду СО точкой Р так, чтобы 
СР. ОР : \ а .Ьу то точка Р будет общим центром 
тяжести предположенных в С и весов. 

Кривая АМВ есть коническое сечение, именно: 
она — парабола, когда а = Ьу гипербола, когда а боль¬ 
ше Ьу и, наконец, эллипс, когда меньше 

Пример 111, 

55. Если, привязав концы нити Р2ѴМ0МХУН 
(черт. 24) в р \\ Н и укрепив маленькое острие в О, 
одинаково натянуть нить посредством иглы, помещен¬ 
ной в М, так, чтобы части РХѴ и НУХ обмотались 
вокруг кривых, имеющих начало в р и РІ, и чтобы 
часть МО была двойной, т. е. загибалась в О, и 
если, оставляя все в этом положении, начать двигать 

8* 
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иглу уИ, то она, очевидно, опишет кривую АМВ. 
Спрашивается, как из данной точки этой кривой М 
провести перпендикуляр ЖЯ, если известно положе¬ 
ние, которое занимает в этой точке нить, служащая 
аля образования кривой. 

Заметим, что прямолинейные части нити А'ІѴ 
и ЛІХ всегда являются касательными в V и X, 
Обозначив смешанно-линейные линии РХѴМ че¬ 
рез х, НУХМ че- 
рез Ху прямую линию 
МО через у и прямую 
линию, равную длине 
нити, через а, мы бу¬ 
дем иметь всегда: 
х\2у-^г = а, 

откуда я узнаю, что 
к кривой АМВ при¬ 
менимо общее построение-. Поэтому, взяв диференциал 
йх Ыу = О 

и предположив в С вес 1, в Л вес 2 и в ^ вес 1, 
я утверждаю, что линия ЖЯ, которая проходит через 
общий центр тяжести этих весов, есть требуемый 
перпендикуляр. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХЕ 
Задача. 

Збь Пусть АРВ и ЕРР (черт. 25) — две какие-либо линии^ 
касательные которых РО н ^Н известны, и пусть Р^ — 
прямая линия, на которой отмечена тонка М. Если 
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предположить, что концы этой прямой Р и ^ сколь¬ 
зят вдоль линий АВ и ЕР, то ясно, что точка М опа¬ 
шет при этом движении кривую СО. Требуется из данной 
точки М на этой кривой провести касательную МТ. 

Представив себе, что подвижная прямая РЛ1^ 
перешла в бесконечно близкое положение ртд^ про¬ 
ведем малые прямые РО, МН и перпендикуляр¬ 
ные к Р^, При этом образуются малые прямоуголь¬ 
ные треугольники рОР, 
тНМ и Взяв РК 
равным М^, проведем 
/іКО перпендикулярно 
Р^ и продолжим ОР 
до Т, где она по 
моему предположению 
встретит искомую ка¬ 
сательную МТ, После 
этого ясно, что малые прямые Ору Нпі и 8д равны 
между собой, так как согласно построению РК иуМ^ 
всюду одинаковы. 

Обозначив данные РМ или К^ через а, М^ или 
РК через 1?у КО через /, К/і через ^ и малую пря¬ 
мую Ор или Нт или 8д через (іуу мы получим из по¬ 
добия треугольников РКО и рОРу ^КН и д8^у что 

РК{Ь) . ко (Г) : : рО {(іу) .ОР=^. 



^К{а). КН іё ) :: д8 [йу ). 


Далее 
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А из обыкновенной геометрии известно, что 

ОРХт^- ^ЗX РМ /сіусіу 
р^ а + Ь • 

Значит, подобные треугольники т/^М и МРТ дадут: 

тП (^З') • т ( /<ѵ+^ ^) ,,мР{а).РТ=^ 

Что и требовалось найти. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ хи. 


Задача. 

37 . Пусть некоторые две ^ линии ВН и Р^ (черт. 26 ) 
имеют осями прямые ВС и ЕО. пересекающиеся под пря¬ 
мим углом в точке А. Пусть далее кривая линия ЬМ 



такова, что если из 
какой-либо ее точки М 
провести прямые МО^ 
и МРN, параллельные .АВ 
и АЕ, то соотношение 
между площадямиЕ(лО? 
{точка Е есть фиксиро¬ 
ванная точка, заданная 
на прямой АЕ, а линия 
ЕР параллельна АС) и 
АРЫО и прямыми АР, РМ 
РН и Ор выражается 
некоторым уравнением. 
Требуется из данной точ¬ 
ки М на кривой ЬМ про¬ 
вести касательную МТ. 


Обозначив данные и переменные АР или ОЛІ че¬ 


рез л:, РМ или АО через у, РЫ через и, 0^ 
через площадь ЕОС^Р через 5, площадь АРЫО 
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через I и данные подкасательные РН через а, ОК 
через Ь, получим, что Рр или N8 или МР = с1х, 

или Рт или 0 ^—— сіу; 5п =— = 
из подобия треугольников НРМ и N8/1', Од = (1г = 
= — NРрп=(^і=^^с^xѵ^ СіО§д=Лз= — 2 :^ 3 ;; 

при этом надо иметь в виду, что величины Рт и 8п 
отрицательны, потому что РМ (д') и РЫ (н) убывают 
при возрастании АР (х). После этого надо взять 
диференциал данного уравнения и подставить в этот 
диференциал вместо (іі, йз, йа и йг их значения 

и йх, — гЛу , — , что дает новое уравне¬ 

ние, которое и выразит искомое отношение между сіу 
и (Іх или МР п РТ. 

Пример I. 

38. Пусть з гг = і их; продиференцировав, 
получим: 

(із -{-2г(іг = (іі -Н и(іх-{-х сіи; 
подставив вместо (із, йі, (і^, іи их значения, найдем; 

откуда 

Ім(1х\ 2аугг + ауЬг 
^ ^ \ 
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пример II. 

39. Пусть 5 = /, значит (1$ = сіі^ т. е. — гйу = и йх\ 
следовательно, 



Так как эта величина — отрицательная, то 10) 
точку Т надо взять со стороны, противополож¬ 
ной точке Л, началу х-ов. Если предположить, 
что линия /^^ — гипербола, имеющая асимптотами 

прямые АС и АЕ, так что ОР (2') = и что ли¬ 
ния ВПО есть прямая, параллельная АВ^ причем РП{и) 
всегда равна данной прямой с, то ясно, что кри¬ 
вая ІМ имеет асимптотой прямую АВ и что под¬ 
касательная РТ т. е. остается всюду ' 

одинаковой. 

Кривая ІМ называется в этом случае логариф- 
микой 

ПРЕДЛОЖЕНПЕ XIII. 

Задача. 

40. Пусть некоторые две линии ВЫ и Рр (черт. 27), 
имеют общей осью прямую В А, на которой отмечены 
две фиксированные тонки А и Р. Пусть третья кривая 
линия ЬМ такова, что если через какую-либо из ее 
точек М провести прямую АЫ, описать из центра А 
дугу круга МО и провести Ор параллельно ЕР, которая 
перпендикулярна АВ, то соотношение между площадями 
ЕОрр (8), АВЫ (1) и прямыми АМ или АО (у), АЫ (г), Ор (и) 
выражается некоторым уравнением. Требуется из дан¬ 
ной точки М на кривой ЬМ провести касательную МТ. 
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Проведя прямую АТН перпендикулярно АМN, 
представим себе другую прямую Атп, бесконечно 
близкую к АММ, другую дугу и другой перпен¬ 
дикуляр и опишем из центра А малую дугу N5. 
Обозначив данные подкасательные АН через а, ОК 
через Ь, получим, что І^пі или 8п = йг. 



Из подобия треугольников НАМ и М8п, КОСІ 
и ^Од будет также следовать, что 

8М = Од= — сіи = 0^д^= —сІ8--г исіу, 

АМп или АМ X N8 = — йІ~^ асіг. 

Подставив все эти значения в диференциал данного 
уравнения, образуем новое уравнение, выражающее 4^ 
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через (іу, А из подобия секторов и треугольни¬ 
ков АN8 и тНМ и МАТ найдем: 

АЫ{г). АМ(у ):: . Ж/? = 

Далее 

т/^{ау).І^м(^)::АМ{у).АТ== 

Если в эту формулу подставить вместо сіг его выра¬ 
жение через (Іуі диференциалы сократятся и величина 
искомой полкасательной АТ выразится через вполне 
известные члены. Что и требовалось найти. 


Пример I. 

41, Пусть иу — 8 = гг — і; диференциал этого есть 
и сіу ‘^-у Ли — Л8 — 2г Лг — Лі, 


что дает (после подстановки): 


Лг 


АЬи сіу — 2ау сіу 
АЬг + аЬ 


Подставляя это 


значение в 


ауу (Іг 
XX сіу 


, найдем, что 


\а Ьиуу — 2а иу^ 
“ АЬх^ + аЬхх • 


Пример и, 

42, Пусть 5 = 2/; значит й? 5 = 2а?/, т. е. — иЛу^ 

— — аЛг, или Лг = ^^, Следовательно, 

' а 

АТ = 

^ \ XX сіу ) х;і * 
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Если линия вы есть круг с центром в точке Л, 
имеющий радиусом прямую АВ = АЫ — Су и /^^ 

есть такая гипербола, что 0^(и) = ^у то ясно, что 

кривая ЬМ, прежде чем достигнет центра Л, сделает 
вокруг пего бесконечное множество оборотов (так 
как площадь РЕОСІ становится бесконечной, когда 

точка О попадает в Л) и что АТ — ^^. Отсюда 

' сс 

видно, что отношение АМ к АТ постоянно, следо¬ 
вательно, угол АМТ везде один и тот же. 

Кривая ІМ называется в этом случае логариф¬ 
мической спиралью 02). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ XIV. 

Задача. 

43, Пусть в одной и той э/се плоскости имеются неко- 
торые две кривые АМО и ВМС (черт. 28), которые сопри¬ 
касаются в точхе М, и пусть в плоскости кривой ВМС 
имеется фиксированная тонка Ь. Если предположить, 
что кривая ВМС катится по кривой АМО, непрерывно 
к ней прилегая, так что прокатившиеся части АМ и 
ВМ всегда между собой равны, то очевидно, что точка 
которая будет перемещаться вместе с плоскостью кри¬ 
вой ВМС, опишет при этом движении некоторую рулет- 
ту 63) іьк. Я утверждаю, что если при всяком поло¬ 
жении кривой ВМС провести {из описывающей точки В 
в точку касания М) прямую ЬМ, то эта прямая будет 
перпендикулярна к кривой ПК, 

Действительно, представим себе на обеих кривых 
АЛЮ и ВМС две равных между собой бесконечно 
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малых части Мт и Міщ их можно рассматривать (§3) 
как две малых прямых, образующих в М бесконечно 
малый угол. А для того чтобы Л'!т, малая сторона кри¬ 
вой или многоугольника ВМС у 
попадала на Мт — малую сто¬ 
рону многоугольника АМОу 
надо, чтобы точка і описывала 
вокруг точки касания М как 
центра малую дугу ІІ. Но оче¬ 
видно, что эта малая дуга будет 
частью кривой /Л/С и следовательно, прямая М^, 
перпендикулярная к ней, будет перпендикулярна и 
к кривой /Л/С в точке Л. Что и требовалось доказать. 



ПРЕДЛОЖЕНИЕ XV. 

Задача. 

44. Пусть М^N — какой-либо пря.ч о линейный угол (черт. 29), 
стороны которого ЬМ и ЬК касаются некоторых двух 
кривых АМ и ВН. Если заставить стороны угла сколь¬ 
зить по этим кривым так, чтобы она их непрерывно 
касались, то ясно, что вершина ^ опишет при этом 
движении кривую ПК. Требуется, зная расположение 
угла М^N, провести перпендикуляр ЬС к этой кривой. 

Опишем круг, проходящий через вершину Л и 
точки касания Ж и УѴ, и проведем через его центр С 
прямую СЕ. Я утверждаю, что она будет перпенди¬ 
кулярна к кривой ПК. 

Действительно, станем рассматривать кривые АМ 
И В/Ѵ как многоугольники с бесчисленным множе- 



Анализ бесконечно малых 


125 


ством сторон вроде Мт и Ып. Очевидно, что 
если заставить ІМ и /.УѴ, стороны прямолинейного 
угла МіМу который предполагается неизменным, 
скользить вокруг фиксиро¬ 
ванных точек М и /V (ка¬ 
сательные ІМ и ^N рас¬ 
сматриваются как продолже¬ 
ние малых сторон Л4/иЛ/^) 
до тех пор, пока сторона 
угла АМ не совпадет с ма¬ 
лой стороной /Ит много¬ 
угольника АМ и другая сто¬ 
рона его не совпадет 

с малой стороной N/1 многоугольника ВN, то вер¬ 
шина ^ опишет А/, малую часть дуги круга МІЫу так 
как по построению эта дуга охватывает данный угол 
МІМ, Эта малая часть 11 будет также принадлежать 
кривой ІІК^ а следовательно, перпендикулярная к ней 
прямая а будет перпендикулярной также и к этой 
кривой в точке Ь, Что и требовалось доказать. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ XVI. 

Задача. 

45» Пусть к совершенно гибкой веревке АВСО (черт. 30)^ 
привязаны различные грузы А, В, С и т. д. на произ¬ 
вольных друг от друга расстояниях АВ, ВС и т. д. 
Если тянуть эту веревку за ее конец О по горизонталь- 
ной плоскости вдоль данной кривой ОР, то ясно, что 
эти грузы расположатся так, чтобы натянуть веревку, 
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а затем опишут кривые АМ, ВК, СО и т. д. Спраши¬ 
вается, как провести касательные, зная расположение 
веревки АВСО и величины грузов. 

В первый момент, когда конец О подвигается по 
направлению к Я, [три] груза А, Я, С описывают или 
стремятся описать столько же малых сторон /Іа, ВЬ^ 
Сс многоугольников, составляю¬ 
щих кривые /1/И, ВЫу СО. Сле¬ 
довательно, чтобы провести каса¬ 
тельные АВу ВО и С/С, доста¬ 
точно определить направление гру¬ 
зов /1, Я, С в этот первый момент, 
т. е. положение прямых, которые 
они стремятся описать. Для на¬ 
хождения их я замечу следующее: 

1° Груз А тянется в этот пер¬ 
вый момент в направлении АВ, 
и так как никакое препятствие 
не противодействует этому на¬ 
правлению, ибо груз А не тя¬ 
нет за собой никакого другого 
груза, то он по нему и последует. Следова¬ 
тельно, прямая АВ будет касательной к кривой АМ 
в точіі^е /1. 

2° Груз В тянется в направлении ВС. Но так как 
он тянет за собой груз Л, который движется не в этом 

направлении и, следовательно, должен несколько 

изменить направление груза Я, то груз В будет 
двигаться не в направлении 5С, а в направлении 
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другой прямой ВО, которую и надо найти. Это 
я осуществляю таким образом. 

На ВС как на диагонали я описываю прямоуголь¬ 
ник ЕВу сторона которого ВЕ находится на продол¬ 
жении АВ. Если предположить, что сила, которая 
тянет груз В по ВСу выражается [отрезком] ВСу то 
на основании правил механики очевидно, что эту 
силу ВС можно разложить на две другие; ВЕ и ВЕ\ 
другими словами, если сила ВС тянет груз В в на¬ 
правлении ВСу то это то же самое, как если бы груз 
тянули одновременно сила ВЕ в направлении ВЕ и 
сила ВЕ в направлении ВЕ. Груз А не противодей¬ 
ствует направлению ВЕу так как он к нему перпен¬ 
дикулярен, и следовательно,' сила ВЕ в этом направ¬ 
лении сохраняется целиком; но груз А противодей¬ 
ствует всей своей тяжестью направлению ВЕ. Следо¬ 
вательно, для того чтобы груз В вместе с силой ВЕ 
преодолел сопротивление груза А, надо, чтобы эта 
сила распределилась между грузами пропорционально 
их массам или величинам. Поэтому если разделить ЕС 
точкой О так, чтобы СО относилось к ОЕ, как 
вес А к грузу Ву то ясно, что ЕО будет выражать 
оставшуюся силу, с которой груз В, преодолев со¬ 
противление груза А у стремится двигаться по на¬ 
правлению ВЕ. Поэтому очевидно, что груз В 
тянут одновременно сила ВЕ в направлении ВЕ и 
сила ЕО в направлении ВЕ или ЕС, и следова¬ 
тельно, он будет стремиться двигаться по ВО с си¬ 
лой ВО, т. е, ВО будет служить направлением его 
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[движения] и, следовательно, касательной к кри* 
вой ВЫ в точке В. 

3° Чтобы получить касательную С/С, я строю 
на СО как на диагонали прямоугольник ///, сторона 
которого СІ лежит на продолжении ВС^ и замечаю, 
что груз В не противодействует силе С/У, которая 
тянет груз С по направлению СЯ, но противодей¬ 
ствует силе С/, которая тянет его в направлении С/; 
кроме того и груз А также противодействует этой 
силе* Чтобы узнать величину этого противодействия, 
я провожу Аі перпендикулярно к С5, продолжен¬ 
ной в сторону 5, и замечаю, что если АВ выражает 
силу, с которой груз А тянет в направлении Л5, 
то ВЬ выразит силу, с которой тот же груз А 
тянет в направлении ВС. Таким образом груз С 
вместе с силой СІ должен преодолеть весь груз В и 
вдобавок часть груза Л, которая относится к грузу Л, 
как ВС к ВА или как ВВ к ВС. Значит, если поло¬ 
жить, что В ^ • С:\ОК^КИу то ясно, 

что СК будет служить направлением [движения] гру¬ 
за С и, следовательно, касательной к третьей 
кривой со в точке С. 

Если бы число кривых было больше, то тем же 
способом можно было бы найти касательные к чет¬ 
вертой кривой, к пятой и т. д. Если угодно полу¬ 
чить касательные к кривым, которые описываются 
точками, находящимися между грузами, то их можно 
найти согласно 36. 




ГЛАВА /// 

ПРИМЕНЕНИЕ 

ДИФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ К НАХОЖДЕ¬ 
НИЮ НАИБОЛЬШИХ И НАИМЕНЬШИХ ОРДИНАТ, 
К КОТОРОМУ ПРИВОДЯТСЯ ВОПРОСЫ 
ОЕ МАХІМІЗ ЕТ МІШМ15 

Определение /. 

П УСТЬ кривая линия уИ/?/И (черт. 31, 32, 33, 34), 
ординаты которой РМ, ЕО, РМ параллельны 
между собой, такова, что при непрерывном возраста¬ 
нии абсциссы АР ордината РМ либо тоже возрастает 
до некоторой точки Я, после которой она убывает, 
либо же, наоборот, убывает до некоторой точки 
после которой она возрастает. 

При таких условиях линия ЕО будет называться 
наибольшей или наименьшей ординатой. 


9 Зак. 2051. — Лопигаль. 
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Определение II. 

Допустим, что имеется величина, подобная РМ, 
составленная из одной или нескольких неопределен¬ 
ных величин, подобных АР, причем^іри непрерывном 
возрастании АР эта величина РМ тоже возрастает 
до некоторой точки после которой она убывает, 
или наоборот. Пусть требуется найти для АР такую 
величину АЕу при которой составленная из нее вели¬ 
чина ЕО была бы больше или меньше всякой дру¬ 
гой величины РМу подобным же образом составлен¬ 
ной из АР. Это и называется вопросом Ое тахі- 
?пі8 еі тіпігпіз. 

ОБЩЕЕ ПРЕДЛОЖЕНИЕ, 

46. Природа кривой МОМ известна, требуется найти 
для АР такое значение АЕ, чтобы ордината ЕО была 
наибольшей или наименьшей из числа подобных ей РМ. 



Если РМ при возрастании АР тоже возрастает, 
то очевидно 5, 10), что диференциал І^т положи¬ 
телен по сравнению с диференциалом АР\ наоборот, 
если РМ убывает при возрастании абсциссы АР, то 
ее диференциал будет отрицательным. Но всякая не¬ 
прерывно возрастающая или убывающая величина не 
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может превратиться из положительной в отрицатель¬ 
ную, не проходя через бесконечность или через нуль, 
а именно: через нуль — когда она сначала убывает, и 
через бесконечность — когда она сначала возрастает. 
Отсюда следует, что диференциал наибольшей или 
наименьшей величины должен равняться нулю или 
бесконечности. Итак, поскольку природа кривой 
известна, то надо найти (гл. 1 или 2) величину /?//г, 
приравнивание которой сначала нулю, а потом бес¬ 
конечности послужит для нахождения искомой вели¬ 
чины АЕ при обоих этих предполо>кениях о-і). 

Замечание. 

47. Касательная в О (черт. 3&/ 31) параллельна 
оси АВ, когда диференциал в этой точке обра¬ 
щается в нуль; когда же он становится бесконечным, 



касательная совпадает с ординатой ЕО (черт. 33, 34). 
Отсюда видно, что отношение тН к выражаю¬ 
щее отношение ординаты к подкасательной, в точке ^ 
равно нулю или бесконечности. 

Легко понять, что непрерывно убывающая вели¬ 
чина не может стать из положительной отрицатель- 


9* 
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ной, не проходя через нуль; но не так очевидно, 
что при возрастании она должна пройти через беско¬ 
нечность. Представим себе в помощь воображению 
касательные в точках ЛГ, Лі (черт. 30, 31); 
ясно, что у кривых, у которых касательная в О па¬ 
раллельна оси АВ, подкасательная РТ непрерывно 
возрастает по мере того, как точки М \\ Р прибли¬ 
жаются к точкам О и Е, \\ она становится беско¬ 
нечной, когда точка М попадает в а когда нако¬ 
нец АР превосходит АЕ, подкасательная РТ стано¬ 
вится из положительной, какой она была прежде,— 
отрицательной, или наоборот. 

Пример /. 

48. Предположим, что природа кривой МОМ 
(черт. 35) выражается уравнением: 

= (ЛР=»х, РМ=у, Л5 = а). 

Диференцируя, получим: 



У - —Р 

Черт. 35, 


■в 


и 



Ъхх сіх З^з; Лу = 
= ах йу ау Лх 


когда точка Р попадает в искомую точку Е. Отсюда 
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Подставляя эту величину вместо у в уравнение 
х^-]-у^ = аху, найдем для АЕ значение: 

л: = -^а]^ 2, 

при котором ордината ЕО будет наибольшей из всех 
ей подобных РМ 


Пример II. 

49. Пусть уравнение, выражающее природу кривой 

_ 

МОМ (черт, 33), есть: ^ — а — а^У^а — х^. Ди- 

ференцируя, я получу 

, 2ііх Vа 

(Іу= -, 

2іу аX 


что я приравниваю сначала нулю; но так как это 
предположение дает мне 

— 2(іхУ а = 

откуда узнать значение АЕ невозможно, то затем я 

приравниваю — бесконечности, что дает мне 
Ъу а^х 

ъУ~а — х = 0, 

откуда X — а. Это и есть искомое значение АЕ. 
Пример III. 

50. Пусть (черт. 36) — укороченная полуцик¬ 

лоида, основание которой ВР меньше АПВ^ полу¬ 
окружности образующего круга, центром которого 
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является точка С. Требуется на диаметре АВ опре* 
делить точку Е, в которой ордината ЕО возможно 
наибольшая. 

Проведя произвольную ординату РМ, пересекаю¬ 
щую полукруг в Ы, образуем, как обычно, при точ¬ 
ках Ж и Р малые треугольники 
МРт и МЗп и, обозначив неопре¬ 
деленные АР через л:, ЯЛ/ через г, 
дугу АЫ через и, а данные АМВ 
через а, ВЕ через Ь, С А или СN через 
с, получим из свойства циклоиды: 

АЫВ(іх) .ВЕ(Ь) : : . Л/Л/ = -^. 



Значит 


РМ: 


'г+—, 

' Я * 


а ее диференциал 

Нт- 


асІ2-\- Ыа 


о. 


когда точка Я попадает в искомую точку Е. Но пря¬ 
моугольные треугольники N 811 и Л/ЯС подобны, так 
как если от прямых углов СNп и Р ^8 отнять об¬ 
щий им угол €N8, то остающиеся [углы] 8 Ып 
и ЯЛ/С будут равны. Следовательно, 

СЛ/ (с) .СР(с — х)::Мп (йи ). 8 п {сіг) = . 


Подставляя это значение вместо йг в а(1г-\-Ь Ли - 
найдем: 


ас йи. — ах йа ЬсЛи 


= 0 , 


. 0 , 


Ьс 


откуда X (который в этом случае будет АЕ) = 
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Поэтому очевидно, что если в сторону В отло¬ 
жить СЕу равное четвертой пропорциональной к по¬ 
луокружности АЫВ, основанию ВР и радиусу СВу 
то точка Е и будет искомой. 


Пример IV. 

51. Разделить данную линию АВ (черт. 35) 
в точке Е так, чтобы произведение квадрата одной 
из ее частей АЕ на другую часть ЕВ было наиболь¬ 
шим из всех аналогичных произведений. 

Обозначив неизвестную АЕ через х и данную АВ 
через а, будем иметь: 

~АЁ^ X ЕВ^ахх — х^у 

что и должно быть наибольшим. Поэтому надо себе 
представить такую кривую линию ЛЮМу у которой 
соотношение между ординатой МР(у) и абсциссой 
АР (л:) выражается уравнением: 

и отыскать такую точку Е, что ордината ЕО будет 
наибольшей из всех ей подобных РМ. Это дает: 


, 7ах йх — Зхх йх ^ 
=-= и. 


аа 


откуда 


АЕ{х) = ^а. 


Если угодно, чтобы наибольшим было вообще 


X X® — ^ 
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{т и п могут обозначать любые числа), то надо, 
чтобы диференциал этого произведения был равен 
нулю или бесконечности. Это дает: 

ш—1 , -п -п—1 , т 

тх сіхХа —х —па — х с/хХх =0, 


т—1 -—?г—1 , 

откуда, деля на х У, а — х ах, получим: 
ат — тх — /гх = 0 


и 


АЕ (х) = 


т 

т-\- п 


а. 


При т = 2 и п— —1 будем иметь АЕ=^2а. 
Задача в этом случае формулируется так: 

Продолжить данную линию АВ (черт. 37) в сто- 

ВЕ 


рону в до точки Е так, чтобы величина 


была 


наименьшей, а не наибольшей. Действительно, урав- 


с 



і 


м 



^ . 

р і 

: і 

^ А Й 


Черт. 33. 


нение кривой МОМ будет ” если поло¬ 

жить в нем х — а, ордината РАІ, которая обратится 
в ВС, будет т. е. бесконечно велика, а если 

положить X бесконечно большим, то будет з; = х, 
Т. е. ордината будет тоже бескрнечно большой. 
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При т=\ и п— —2 будем иметь АЕ= — а, 
откуда следует, что задачу нужно формулировать 
таким образом: 


Продолжить данную прямую АВ (черт. 38) в сто- 

АЕХШ 


рону А до точки Е так, чтобы величина 


БЕ 


была наибольшей из всех ей подобных величин: 


ВР 


Пример V. 


52, Прямая линия АВ (черт. 39) разделена на три 
части АС, СЕ, ЕВ. Требуется разделить ее среднюю 
часть СЕ в точке Е так, чтобы отношение прямо¬ 
угольника АЕ X ЕВ к прямоугольнику СЕ X ЕЕ 
было наименьшим из всех отно¬ 
шений, полученных тем же спо¬ 
собом. 

Обозначив данные АС через 
а, СЕ через Ь, СВ через с, а 
неизвестную СЕ через х, бу¬ 
дем иметь АЕ = а-\-х, ЕВ = с — д:, ЕЕ=Ь — х. 
Следовательно, отношение АЕ X ЕВ к СЕ ХЕЕ будет 



с г 

л г Р в 

Черт. 39, 


ас + сх — ах — хх 
Ьх — XX 


и онр-то должно быть наименышш. Поэтому, если 
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представить себе кривую линию ЛШуИ, у которой 
соотношение между ординатой РМ (у;) и абсцис¬ 
сой СР{х) выражается уравнением: 

_ аас + асх — аах — ахх 

^ Ьх — XX ’ 

то вопрос сведется к нахождению для х такого зна¬ 
чения СЕ, чтобы ордината ЕО была наименьшей из 
всех ей подобных РМ. При этом (после диференциро- 
вания и затем деления на аЛх) получается уравнение 
схх — ахх — Ьхх 4" 2агл: —аЬс = О, 
один из корней которого дает решение задачи. 

Если с — а-^Ь, то х — ^Ь. 

Пример VI. 

53. Среди всех конусов, которые могут быть впи¬ 
саны в шар, определить конус с наибольшей боко¬ 
вой поверхностью. 

Вопрос сводится к определению на диаметре АВ 
полукруга АРВ (черт. 40) та¬ 
кой точки Е, что если провести 
перпендикуляр ЕР и соединить 
А с Р, то прямоугольник 
АР У. РЕ будет наибольшим из 
всех аналогичных ему АЫ X 
X ПР. Действительно, если 
представить себе, что полукруг 
АРВ сделает полный оборот вокруг диаметра АВ, то 
ясно, что он при этом образует шар, а прямоуголь- 
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ные треугольники АЕР и АРЫ образуют конусы, 
вписанные в этот шар, боковые поверхности кото¬ 
рых, образованные хордами АР и АЫ, будут отно¬ 
ситься между собой, как прямоугольники АР X РЕ 
и АЫХЫР. 

Итак, пусть неизвестная АЕ — х, а данная 
АВ = а. По свойству круга АР = У ах, ЕЕ — 
= У ах — хХу и, следовательно, АР'УіРЕ^ которое 
должно быть наибольшим, равно аахх — ах^. По¬ 
этому надо представить себе такую кривую ли¬ 
нию МОМу у которой соотношение между ординатой 
РМ{у) и абсциссой ЛР (л:) выражается уравнением: 

'V XX ~ ах^ 

-Й 

и отыскать такую точку р, -что ордината ЕО есть 
наибольшая из всех ей подобных РМ, 
Диференцируя, получим: 

2ахсіх -^Ъхх йх _^ 

2УаахХ’—ах^ ’ 

откуда 

АЕ{х) = ^ а. 

Пример VII, 

54, Требуется среди всех параллелепипедов, равно¬ 
великих данному кубу и имеющих одним из ре¬ 
бер данную прямую Ь, найти параллелепипед с наи¬ 
меньшей поверхностью. 
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Если обозначить через х одно из двух искомых 
ребер, то другое будет , и сумма площадей трех 
различных граней, построенных на ребрах параллеле- 
пипеда о, х, а именно 


/ , I 


будет половиной его поверхности, которая и должна 
быть нсіименыией. Поэтому, образуя, как обычно, 
кривую линию с уравнением 


а 


+ С1С1 I аа 

“ ‘ Т“ 




посредством диференцирования найдем 

Ь йх _ да йх _^ 

а XX ’ 


откуда хх — -^\\ ^ = у -у • Таким образом реб 

рами параллелепипеда 

будут: первым Ъ, 

Отсюда видно, что оба искомых ребра равны между 
собой. 

Пример VIII. 


удовлетворяющего условиям, 

Г Г 

вторым у —и третьим у -у. 


55. Теперь требуется среди всех параллелепипедов, 
равновеликих данному кубу а^, найти параллелепи¬ 
пед с наименьшей поверхностью. 

Из предыдущего примера ясно, что если обозна¬ 
чить одно из неизвестных ребер через х, то каждое 
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из остальных будет ; следовательно, сумма трех 

различных граней параллелепипеда, равная половине 
его поверхности, будет: 

2Уа?х. 

Это выражение и должно быть наименьшим. 
Поэтому его диференциал 

_ (іх , а^сіх _^ 

‘ Уа^х~ ’ 

откуда х = а. Следовательно, каждое из двух других 
ребер также = а. Таким образом условиям удовлетво¬ 
ряет сам данный куб. 


Пример IX. 

56. На плоскости даны две фиксированных точки С 
и /=* и линия ЛЕВ (черт. 41), к какой-либо точке 
которой проведены -—— 


две прямые СР (и) 
и РЕ (г). Пусть 
дана некоторая ве¬ 
личина, составлен¬ 
ная из этих неопре¬ 
деленных и \\ г \\ 
каких угодно других 
данных прямых а, Ь 
и т. д. Спраши¬ 
вается, каково должно быт^ положение прямых СЕ 
и ЕЕу чтобы данная составленная из них величина 
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была наибольшей или наименьшей из аналогичных 
ей величин, составленных из прямых СР и РР. 

Предположим, что линии СЕ и ЕР имеют требуе¬ 
мое положение, и, соединив Сер, представим себе 
такую кривую линию ОМ, что если опустить на СР 
произвольный перпендикуляр Р^М, то ордината ^М 
будет выражать данную величину. Ясно, что, когда 
точка Р попадет в точку Е, ордината ^М, кото¬ 
рая обращается в ОО, должна стать наименьшей или 
наибольшей из всех ей подобных. Значит диферен- 
циал ее должен быть равен нулю или бесконечности. 
Поэтому если, например, данная величина есть 
аи-\-г2:, то будем иметь: 

а сіи = ^ 

и, следовательно, 

Ли . — Лг\\ 2г , а. 

Отсюда уже видно, что Лг должно быть отрица¬ 
тельным по отношению к Ли, т. е. положение пря¬ 
мых СЕ и ЕР должно быть таким, чтобы убывало 
при возрастании и. 

Если теперь провести ЕС, перпендикуляр к ли¬ 
нии АЕВ, и из какой-нибудь его точки О опустить 
перпендикуляры Оі и 01 на СЕ и ЕР и, проведя 
через точку е, взятую бесконечно близко к Е, пря¬ 
мые СКе и РеН, описать из центров С \\ Р малые 
круговые дуги ЕК и ЕН, то образуются прямоуголь¬ 
ные треугольники ЕІО и ЕКв, ЕЮ и ЕНе, подоб¬ 
ные между собой. Действительно, если отнять от пря- 


Анализ бесконечно малых 


143 


мых углов ОЕе и ІЕК один и тот же угол іЕе^ то 
оставшиеся ІЕО и КЕе будут равны; так же можно 
доказать, что равны углы ІЕО ѵі ЕІЕе. Итак, 

\Оі ,01 :: Ке (сіи) . Не { — сіг) :: 2г. а. 

Отсюда следует, что положение прямых СЕ и ЕР 
должно быть таким, что если опустить перпендику¬ 
ляр ЕО на линию ЛЕВ, то синус Оі угла ОЕС 
будет относиться к синусу ОІ угла ОЕР^ как коэфи- 
циент при сіг к коэфициенту при сіи. Что и сле¬ 
довало найти 

Следствие, 

57. Допустим теперь, что отрезок СЕ задан по ве¬ 
личине и положению, а отрезок ЕР — только по ве¬ 
личине, и пусть требуется найти его положение. 
Ясно, что при данном угле ОЕС и его синус 0^ из¬ 
вестен, а следовательно, известен и синус ОІ иско¬ 
мого угла ОЕР. Значит, если на диаметре ЕО по¬ 
строить круг и из точки О провести отрезок ОІ до 
точки / на окружности, то прямая ЕРу проходящая 
через точку /, будет иметь требуемое направление. 

Пусть аи-\-дг — данная величина; мы найдем 

тогда, что 01 = ^ . Отсюда видно, что положе¬ 

ние ЕР бу всегда одинаковым, какой бы величины 
ни задать ЕС и ЕРу так как обе они не входят 
в значение О/, которое поэтому и не изменяется. 
Если а — Ьу то ясно, что ЕР совпадает с продолже¬ 
нием СЕ в сторону Еу так как ОЕ = ОІ, когда 
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ТОЧКИ с м Р оказываются по разным сторонам линии 
АЕВ\ когда же они оказываются по одну ее сторону, 
то угол РЕО (черт. 42) надо взять равным углу СЕО. 

Пример X, 

58. Круг АЕВ (черт. 42) задан по положению, и 
даны две точки Сир вне его. Найти на его окруж¬ 
ности такую точку Е, чтобы сумма прямых СЕ и ЕР 


была возможно наименьшей. 



Предположим, что точка 
Е есть искомая точка, и про¬ 
ведем из центра О линию 
ОЕО; ясно, что она будет 
перпендикулярна к окруж¬ 
ности АЕВі и следовательно 
57), углы РЕО и СЕО 


О 

Черт. 42. 


будут между собой равны. Значит, если провести ЕН 
так, чтобы угол ЕНО был равен углу СЕОу а также 
ЕК так, чтобы угол ЕКО был равен углу РЕОу и 
провести также ЕО и Еіу параллельные ОР и ОС, 
то образуются подобные треугольники ОСЕ и ОЕН, 
ОРЕ и ОЕК 9 НОЕ и КІЕ. Обозначив известные 
ОЕ или ОА или ОВ через а, ОС через 5, ОР 
через Су а неизвестные ОО или ІЕ через х, ОЕ 
или Оі через получим: 



НО[х--^).ОЕ{у):: Кі 


И 
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Значит 


XX - 


аах 




это — уравнение гиперболы, которую легко построить 
и которая пересекает круг в искомой точке Е 


Пример XI. 

59. Путешественник, который отправляется из 
пункта С (черт. 43) в пункт Ру должен пересечь две 
местности, разделенные прямой 
линией ЛЕВ. Предполагается, что 
в местности со стороны С он в 
течение времени с проходит про¬ 
странство а, а в другой местности, 
со стороны Ру в течение того же 
времени с он проходит простран¬ 
ство Ь. Спрашивается: через какую 
точку Е на прямой ЛЕВ он должен пройти, чтобы 
затратить возможно меньше времени на переход из С 
в Р. Если взять 

а .СЕ(и) :: с д .ЕР{г):: с. —, 

си ^ 

то ясно, что — будет выражать время, которое 
путешественник тратит на прохождение прямой СЕ, 

Г"’ с* 

а -время, которое он тратит на прохождениег, 

так что —+ -^ должно* быть наименьшим, 
а ' о 



Черт. 43. 


10 Зак. 2051. — Лопнталь. 
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Отсюда следует (§ 56), что если провести ЕО 
перпендикулярно к линии АВ, то синус угла ОЕС 
должен относиться к синусу угла ОЕЕ, как а к Ь. 

Итак, если из искомой точки Е как из центра 
описать радиусом ЕС круг СОИ и опустить на пря¬ 
мую ЛЕВ перпендикуляры С А, НО и ЕВ, а на СЕ 
и ЕЕ —перпендикуляры Оі и ОѴ, то получится: 

Но ОІ^АЕ и 01= ЕО, потому что, как легко 
доказать, -прямоугольные треугольники ОЕІ и ЕСА, 
ОЕ1 и ЕНО попарно конгруэнтны 69)^ Поэтому, 
обозначив неизвестную АЕ через х, найдем: 


а обозначив известные АВ через /, АС через ВЕ 
через А, из подобия треугольников ЕВЕ и ЕОН 
получим: 

ЕВ{/-х). ВР{Н) :: ЕО (^) . ОН = ^^^ . 

Но из прямоугольных треугольников ЕОН и ЕАС, 
имеющих равные гипотенузы ЕЕІ и ЕС, получим: 

ЁО^ + -Ь ас\ 

т. е. аналитически 

ЬЬхх . _ ЬЬННхх _ 

аа аа// — 2аа/х -4- аахх ‘ • 
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Таким образом после освобождения от знаменателей 
и приведения подобных членов окажется 


асіх^ — 2аа/х^ — 2аа/^^х-\-аа //ёё— ^ 

—ЬЬ \-2ЬЬ} 

-ЬЫ/ ‘ 

— ЬЫгк 


Это же уравнение можно найти еще следующим 
способом, не прибегая к примеру IX. 

Обозначив, как и прежде, известные АВ через /, 
АС через ВР через Н, а неизвестную АЕ через Л', 

составим а . СЕ {Ѵёё'Ѵ^^) = времени, 

которое тратит путешественник на прохождение СЕ, 
Точно так же Ь • ЕЕ {У// — 2/ххх НН) :: с. 

= времени, которое путеше¬ 


ственник тратит на прохождение прямой ЕЕ* Это дает, 

что выражение + (П ^/Г--2/х-\-хх + НП _ 

а Ь 

наименьшему, и, следовательно, его диференциал 

схсіх I _ сх (іх —- г/ (ІХ __ 

(^Ѵ§:ё + хх ЬУ // — 2/л* + л'л'+///г 


Отсюда, деля на с (Іх и освобождаясь от ирра¬ 
циональностей ‘1), получим то же уравнение, что и 
раньше. Один из его корней дает дли АЕ искомое 
значение) 


10* 
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Пример XII. 


Черт, 44, 


должен остановить¬ 
ся груз О или 
блок /^, если пред¬ 
полагать, что блок 
и веревки невесомы. 

Из принципов механики видно, что груз ^ опу¬ 
стится как можно ниже под горизонталью СВ, откуда 
следует, что линия до груза ОРЕ должна быть наи¬ 
большей, Поэтому, обозначив данные СР через а, 
ОРВ через Ь, СВ через с, а неизвестную СЕ 
через Ху получим: 



60. Пусть блок р (черт. 44) свободно висит на 
конце веревки СР^ привязанной в С, а груз О ви¬ 
сит на веревке ОРВ, проходящей по блоку Р и 

привязанной в Ву 
причем точки С и 
В находятся на 
одной горизонтали 
СВ. Спрашивается, 
в каком положении 


ЕР =У аа — XX у 

РВ^У аа-\-сс — 2сх 

и 


ОРЕ ^ Ь — У аа-\- сс — 2сх V — хх. 
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Это последнее выражение и должно быть наиболь¬ 
шим, и следовательно, его диференциал 

с (іх хйх 

-7====- у;..::-.-;- ... = О, 

У аа-\-сс — 2сх уаа — хх 

откуда 

2сх^ — 2ссхх — аахх 4* сіасс — 0; 
деля на х — с, получим; 

2схх — аах — аас — 0. 

Один из корней этого уравнения дает для СЕ 
такое значение, при котором перпендикуляр ЕО 
проходит через блок р и груз когда они нахо¬ 
дятся в покое. 

Этот же вопрос можно разрешить еще и следую¬ 
щим образом. 

Обозначив ЕР через у, ВР через х, будем иметь, 
что Ь — г 43'= наибольшему, и следовательно, 
сіу = (іг. Ясно, что блок Р описывает вокруг точки С 
как центра круг СРА, Следовательно, если из точки /, 
взятой бесконечно близко к р, провести //? парал¬ 
лельно СВ и /5 перпендикулярно ВР, то получится; 

РЯ^йу и Р8=(1г. 

Значит они будут равны между собой, и следова¬ 
тельно, малые прямоугольные треугольники РЯ/ и 
Р5/, имеющие кроме того общую гипотенузу Р/, 
будут конгруэнтны. Отсюда видно, что угол ЯР/ 
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равен углу ЗР/, т. е. точка Р должна быть распо¬ 
ложена на окружности РА так, чтобы углы, обра¬ 
зуемые прямыми ЕР и РВ с касательными в р^ 
были равны между собой или же (что сводится 
к тому же) чтобы были равны углы ВРС и ОРС. 

Итак, если провести РН так, чтобы угол РНС 
был равен углу СРВ или СРО^ то треугольники 
СВР и СРН будут подобны так же, как и прямо¬ 
угольные треугольники ЕСР и ЕРНу ибо углы 
СРЕ и РНЕ равны как дополняющие до двух пря¬ 
мых равные углы РНС и СРВ. Следовательно, 

и Не{х-°-^). ЕР{у)::ЕР{у).ЕС{Х). 

Значит 

аах 

XX - — ^уу ^аа — хх, 

согласно свойству круга, откуда получается то же 
уравнение, что и прежде '^6). 

Пример ХІІЕ 

61. Дана высота полюса; найти сутки с самыми 
короткими сумерками. 

Пусть С (черт. 45) — центр сферы; АРТОВН^ — 
меридиан; НОсІО — горизонт; (^ЕеТ — суточный круг, 
параллельный горизонту; АМН В — экватор; РЕОО — 
часть параллели экватору, заключенная между плоско¬ 
стями горизонта и суточного круга и проходимая 
солнцем в сутки с самыми короткими сумерками; 
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Р — южный полюс; РЕМ и РОМ —четверти кру¬ 
гов склонения, Н^ или ОТ — дуга меридиана, за¬ 
ключенная между горизонтом и суточным кругом, и 
ОР — дуга высоты полюса — даны; даны, следова¬ 
тельно, и линии их синусов СІ или ЕТ или ^X и 
О К Ищется синус СК дуги склонения солнца ЕМ 
или ОМ, когда со¬ 
лнце описывает па¬ 
раллель ЕО. 

Представим себе 
другую часть парал¬ 
лели экватору 
бесконечно близкую 
к ЕЕОО и четверти 
круга Рет и Рйп* 

Ясно, что раз вре¬ 
мя, которое затрачи¬ 
вается солнцем на 
прохождение дуги 

ЕОу должно быть наименьшим, то диференциал изме¬ 
ряющей его дуги ММ, которая обращается в тп, 
когда ЕО обращается в есі, должен быть равен нулю. 
Отсюда следует, что малые дуги Мт и Мп, а значит 
и малые дуги Ре и 8с1, равны между собой. А так как 
дуги РЕ и 30, заключенные между одними и теми же 
параллелями ЕО и ей, тоже равны, то углы при 5 
и Р — прямые. Значит малые прямоугольные тре¬ 
угольники ЕРе и ОЗй (которые ввиду бесконечной 
малости их сторон можно 3) рассматривать как 



Черт, 45, 
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прямолинейные) будут конгруэнтны, и следовательно, 
гипотенузы Ее и Осі будут тоже равны между собой. 

Итак, прямые ЕЕ^ и ^/, представляющие 
собой пересечения плоскостей ЕЕОО и парал¬ 

лельных экватору, с горизонтом и суточным кругом, 
будут перпендикулярны к диаметрам НО и ^Г, так 
как плоскости всех этих кругов перпендикулярны 
к плоскости меридиана, а малые отрезки 0^ и р/ 
будут равны между собой, так как прямые РО и 

параллельны. Значит или ВО — сі^ — 

или ^е—РЕ. Из того же, что дока- 

зано в 50, ясно, что если в полукруге провести две 
произвольных бесконечно близких ординаты, то малая 
дуга, заключенная между ними, относится к их раз¬ 
ности, как радиус к абсциссе, проведенной из центра. 
Это здесь дает (из кругов НОО и ^ЕТ) 

СО. СО:: Осі или Ее, ВО — или — РЕ:: 
::І0.ІР::СО-\-І0 или ОХ.СО + ІР или Оі. 

Но из подобия прямоугольных треугольников 
СѴО, СКО, РІО следует: 

СО.СО::ОѴ,ОК 

и 

ОК.Оі::СК.РІ или ^X. 

Стало быть по свойству круга 

ОѴ.СК:: ОХ. X^::X^. ХИ, 

т. е. если взять (^Х за радиус или полный синус 
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в прямоугольном треугольнике ^XН, в котором угол 
Н^X равен 9 градусам, так как астрономы прини¬ 
мают за Н^ дугу в 18 градусов, то получим, что 
синус высоты полюса относится к синусу южного 
склонения солнца в сутки с самыми короткими сумер¬ 
ками, как полный синус к тангенсу 9 градусов. Отсюда 
следует, что если отнять 0,8002875 от логарифма 
синуса высоты полюса, то остаток будет логарифмом 
искомого синуса. Что и требовалось найти 



ГЛАВА IV 

ПРИМЕНЕНИЕ ДИФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 
К НАХОЖДЕНИЮ ТОЧЕК ПЕРЕГИБА И ВОЗВРАТА 


Т АК как в дальнейшем придется пользоваться вто¬ 
рыми, третьими и т. д. диференциалами, то не¬ 
обходимо дать о них понятие прежде чем итти дальше. 


Определение /. 

Бесконечно малая часть, на которую непрерывно 
увеличивается или уменьшается диференциал перемен¬ 
ной величины, называется ди- 
ференциалом диференци- 
ала этой величины или ее 
вторым диференциалом. 
Так, если представить себе 
третью ординату пд (черт. 
Черт, 46. 46), бесконечно близкую ко 

второй тр^ и провести тЗ параллельно АВ и тН 



й Н я г 
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параллельно /?5, то Нп будет называться дііферен- 
циалом диференциала І^т или же вторым дифе- 
ренциалом РМ. 

Если так же представить себе четвертую орди¬ 
нату о/у бесконечно близкую к третьей, лу, и про¬ 
вести пТ параллельно АВу а пі параллельно ЗТу то 
разность малых прямых Нп и іо будет называться 
диференциалом второго диференциала или же 
третьим диференциалом РМ и т. д. 

'• Предупреждение, 

В дальнейшем каждый диференциал будет отмечен 
некоторым числом букв (1, указывающим его порядок или 
род. Например, второй диференциал, или диференциал 
второго порядка, будет отмечен посредством сісі; тре¬ 
тий диференциал, или диференциал третьего порядка,— 
посредством сісісі; четвертый диференциал, или диферен¬ 
циал четвертого порядка, — посредством сісісісі и т, д. 
Таким образом сісіу будет выражать Нп, сісісіу —- 
выражать Ьо — Нп или Нп — Ьо и т, д. 

Что касается степеней этих диферснциалов, то они 
будут отмечены цифрами, стоящими за ними сверху^ 
как это обыкновенно делается при целых величинах. 
Например ду в квадрате или в кубе будет ду- или НуЗ; 
йду [в квадрате или в кубе будет сісіу 2 или сісіуз, для 
сісісіу — будет сісісіуз или сІ^сІуЗ; для сісісісіу — будет с1сіс1с1у2 
или сісісісіуз и т, д. 


Следствие I, 

62. Если обозначить каждую из абсцисс ЛР, 
^Ру Аду А/ через х\ каждую из ординат РМу рШу 
дПу /о через у, а каждый из отрезков кривой АМ, 
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АгПу АПу Ао через Пу то ясно, что сіх будет вы¬ 
ражать диференциалы абсцисс Рр, рду д/\ йу — ди- 
ференциалы ординат5/г, То\ сіи — диференциалы 
отрезков кривой АМОу т. е. МШу тПу по. Чтобы 
получить, например, второй диференциал Нп пере¬ 
менной РМу надо представить себе на оси два ма¬ 
лых сггрезка Рр и рду а на кривой — два других: 
Мт и тПу чтобы иметь два диференциала Рт и 5/г; 
и, следовательно, если предположить малые отрезки Рр 
и рд равными между собой, то ясно, что сіх будет 
постоянным относительно йу и йПу потому что Р/7, 
обращаясь в рду остается неизменным, в то время 
как Рпіу обращаясь в 5/г, и МШу обращаясь в тПу 
изменяются. Можно было бы предположить, что ма¬ 
лые отрезки кривой Мт и тп равны между собой; 
тогда (Іа оказалось бы постоянным относительно сіх 
и сіу-у наконец при предположении, что Рт и 5/г 
равны, сіу будет постоянным относительно сіх и сіііу 
и его диференциал Нп {сіііу') будет равняться нулю. 

Точно так же, чтобы получить третий диферен¬ 
циал РМ или диференциал второго диференциала /У/г, 
надо представить себе на оси три малых отрезка Р/7, 
РЧ^ ЧІу кривой — три других Нпіу //г/г, по и на 
ординатах еще три: Рту 5/г, ТОу и тогда йх или сіи 
или сіу окажется постоянным в зависимости от того, 
какие малые отрезки: Р/7, рд и д/ или МгПу тп и по 
или РгПу 5п и То будут равны между собой. Таким 
же образом получаются четвертые, пятые и т. д. 
диференциалы. 
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Все это относится также и к кривым АМО 
(черт. 47), все ординаты которых 5Л4, Вт, Вп вы¬ 
ходят из одной фиксированной точки В. Чтобы по¬ 
лучить, например, второй диференциал ВМ, надо 
представить себе две других орди¬ 
наты Вт и Вп, образующих бес¬ 
конечно малые углы МВт и тВп, 
и описать из центра В малые кру¬ 
говые дуги уИ/? и тЗ\ разность 
малых прямых Пт и 8п будет вто¬ 
рым диференциалом ВМ. Постоян¬ 
ными можно считать малые дуги МН 
и тЗ или малые отрезки кривой Мт и тп или наконец 
маленькие прямые Нт и Зп, То же будет и для треть¬ 
его, четвертого и т. д. диференциалов ординаты ВМ, 

Замечание, 

63. Следует заметить, что: 

Существуют бесконечно малые различных по¬ 
рядков; так, например, Нт (черт. 46) бесконечно мала 
по сравнению с РМ и бесконечно велика по сравне¬ 
нию с Нп\ точно так же площадь МРрт бесконечно 
мала по сравнению с площадью АРМ и бесконечно 
велика по сравнению с треугольником МНш. 

2^ Вся разность Р/ все еще бесконечно мала по 
сравнению с АР, так как всякая величина, кото¬ 
рая является суммой конечного числа таких величин, 
как Рр, рд, д/, бесконечно малых по сравнению 
с некоторой другой величиной АР, остается сама бес- 
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конечно малой по сравнению с этой величиной, а чтобы 
она оказалась того же порядка, необходимо, чтобы 
число величии низшего порядка, из которых она 
состоит, было бесконечным. 


Следствие II. 


64 . Указанным образом можно найти вторые дифе- 
ренциалы при всевозможных предположениях. 

Для кривых, ординаты которых ш/?, п8 па¬ 
раллельны между собой (черт. 48, 49), надо продол-, 
жить малую прямую Мт до Ну где она встречается 



Черт. 48. 


Черт. 49. 


с ординатой 8п и, описав из центра т радиусом тп 
дугу пку провести малые прямые піу Іі, кс§: первую 
параллельно /л5, а две другие параллельно 5п. Если 
после этого угодно, чтобы йх было постоянным, т, е. 
чтобы уѴ//? было равно то ясно, что треуголь¬ 

ники т8Н и МГІт будут конгруэнтны и таким 
образом Нп будет сІ(іуу т. е. разностью и 

8Пу и Нк — сісіи. Если предположить, что сіи по¬ 
стоянно, т. е. что Мт = тп или тку то очевидно, 
что ^конгруэнтны будут треугольники т^к и МРІт 
и таким образом кс = (1с1у и 8§ или сп = с1с1х. 
Если наконец принять постоянным йуу т. е. тІ^ — п8у 
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то будут конгруэнтны треугольники тіі и МІ^т 
и, таким образом, І8 или пі = ^сіх а 1к = йсіи. 

2° Для кривых, ординаты которых ВМ, Вт и Вп 
выходят из одной и той же точки в,(черт. 50, 51), 
надо описать из центра В д^ти МН и т8 и по¬ 
следние рассматривать 3) как малые прямые, пер¬ 
пендикулярные к Вт и Вп. Затем, продолжив Мт 
до Д и описав из центра т радиусом тп ма¬ 
лую дугу пкЕ, следует образовать угол Етіі = 



в 


Черт. 51. 


Черт. 50. 


= тВп\ после того остается провести малые пря¬ 
мые пі, и и кс^, первую — параллельно т8, а две 
другие параллельно 8п. Треугольник В8т, имеющий 
прямой угол при 5, дает, что угол Вт8-\-тВп 
или ЕтН равен прямому, следовательно, угол ВтЕ 
равен прямому 8тН, а в качестве внешнего угла 
треугольника он равен прямому МН'п НМт. 

Значит угол 8тН = НМт. 

Из этого следует, что: 1° если угодно, чтобы по¬ 
стоянным был йх, т. е. чтобы были равны между 
собой малые дуги МН и т8, то треугольники 8тН 
и НМт будут конгруэнтны и, таким образом, Ип=йс1у 
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и Нк = Лс1и\ 2° если взять постоянным сіи^ то 
конгруэнтны будут треугольники ^тк и /?/И/н, и 
кс будет выражать сісіу^ и 5^ или сп будут выра¬ 
жать (1с1х\ наконец, 3° если принять за постоянный 
(Іу^ то конгруэнтными будут треугольники іті и 
и /5 или Іп = сІйХу а 1к = Ми, 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ /. 


Задача. 


б5. Найти диференциал величины, составленной из 
каких-либо диференциалов. 

Нужно принять какой-либо из диференциалов за 
постоянную и, обращаясь с остальными, как с пере¬ 
менными величинами, воспользоваться правилами, 
указанными в первой главе. 

у сіу 

Диференциалом , если принять сіх за постоян¬ 


ную, будет: 


у ййу 
йх 


и, если принять сіу за постоянную, 


(ІХ сіу'^ — у сіу СІСІХ 
СІХ^ 


Диференциалом 
постоянную, будет: 


, если принять йх за 

(ІХ 


X сіу сісіу 
(ІХ^ -)*- (ІУ“ * 


(ігу сіх^ + сіуі + 
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все — деленное на йХу т. е.: 

(іг сіх"^ (іг сі у"^ г Лу сійу 
йхУ ' 

а если принять сіу за постоянную, он будет: 

(Іг йх У (іх^ 4- ^у2 4—- (Шх У (іх^ + 

У(іх^ + (1у^- ^ ’ 

все — деленное на сіх'^у т. е.: 

(іг (іх^ -|- (І 2 (іх ііу^ — г ііу^ (Іііх 

(іх'^У іІх--\-(іу'^ 

Диференциал - 7 =^::=^, если принять г/л'за 
У (іх'^ (іу^ 

постоянную, будет: 

_ -_ у (іу^ (іііу 

сіу^ +уаау У сіх'^ + сіу^ - , 

все — деленное на йх'^-УсІу'^у т. е.: 

(іх^ііу'^ -\-(Іу^-{-у (іх- (ІСІу 

(ік^-\-ау^ У ’ 
а если принять сіу за постоянную, он будет: 

^Л'2 сіу'^ -)- (Іу^ — у сіу (ІХ ІІ(ІХ 

сіх '^ + у ^ 


Диференциал У. или ", 

— (іх (і(іу — (іх (І(Іу 

если принять сіх за постоянную, будет: 

_]^ _^ 

— Ъ(іх (іу (і(іу^ X ^ -\-(іх (і(І(іу X <іх'^ + (іу"^ ^ 

(іх^ (і(іу^ 

Но следует заметить, что в последнем случае мы 
не имеем права принять (Іу за постоянную, так как 


11 Зак. 2051. — Лопиталь. 
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при этом предположении его диференциал 
был бы нулем, и следовательно, не мог бы входить 
в предлагаемую величину. 


Определение //. 


Когда одна часть кривой линии АРК (черт. 52, 
53, 54, 55) вогнута, а другая часть выпукла по от¬ 
ношению к прямой линии АВ или к фиксированной 





точке 5, то точка Ру отделяющая вогнутую часть от 
выпуклой и, следовательно, являющаяся концом одной 
из них и началом другой, называется точкой пере- 
гивйу если кривая, дойдя до Р, продолжает свой 
путь в том же направлении, и точкой возврапШу — 
если она возвращается в сторону своего начала 







Анализ бесконечно малых 


163 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ //. 

Общая задача. 

66. Природа кривой АРК известна. Определить 
точку перегиба или возврата Е. 

Предположим сперва, что кривая линия АРК 
(черт. 52, 53) имеет диаметром прямую линию АВ 
и что все ее ординаты РМ, ЕР и т. д. параллельны 
между собой. Если через точку р провести орди¬ 
нату РЕ и касательную Ріу а через какую-либо 
точку М на части АР —ординату Л1Р и касатель¬ 
ную ЛІТ, то ясно, что: 

1° У кривых, имеющих точку перегиба, при непре¬ 
рывном возрастании абсциссы ЛРчасть диаметра АТ, 
заключенная между его пересечением с касательной 
и началом отсчета х, тоже возрастает до совпадения 
точки Р с Е, после чего она убывает. Отсюда вид¬ 
но, что АТ, соответствующая ординате в Р, должна 
быть наибольшей, Аі, когда точка Р попадает 
в искомую точку Е. 

2° У кривых, имеющих точку возврата, при не¬ 
прерывном возрастании части А Т абсцисса АР тоже 
возрастает, пока точка Т не попадет в і, после чего 
она убывает. Отсюда видно, что ЛР, соответствую¬ 
щая АТ, должна стать наибольшей, АЕ, когда 
точка Т попадет в і. 

Итак, обозначив АЕ через х, ЕР через у, будем 
иметь: 

л і 
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диференциал чего 

сіх — у СІХ й(1у ^ 

[сіх предполагается постоянным), деленный на (іх^ 
диференциал АЕ^ должен равняться 47) нулю или 
бесконечности. Это дает, что 
у сі(іу 

— или бесконечности. 


а после умножения на сіу"^ и деления на — у полу¬ 
чается, что 

Му —О или бесконечности. 


В дальнейшем это будет служить общей формулой для 
нахожцения точек перегиба или возврата Е. Действи¬ 
тельно, зная природу кривой АЕКу можно выразить 
величину сіу через сіх и, продиференцировав ее, 
предполагая сіх постоянным, найти выражение вели¬ 
чины Му через Приравнивание этой величины 
сначала нулю, а затем бесконечности послужит 
при том или другом из этих предположений для на¬ 
хождения такого значения АЕ^ при котором орди¬ 
ната ЕР пересекает кривую АРК в точке перегиба 
или возврата Р. 

Л, начало отсчета л:, может быть расположено 


так, что 
вместо 


Аі = х — 


у СІХ 
(Іу ^ 


у (ІХ 


и что Аі или АЕ вместо наибольшего окажется 
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наименьшим. Но так как выводы остаются преж¬ 
ними и не представляют никаких затруднений, то я 
на этом останавливаться не буду. Надо заметить, 

что Аі никогда не может быть = потому 

что, когда точка Т оказывается по другую сторону 

от Р относительно А — начала отсчета л:, величи- 
у йх о * л ^ 

согласно ^ 10 будет отрицательной, а следо- 
у сіх ^ 

вательно, величина — будет положительной, так 
что в этом случае опять 

АЕ-\-ЕІ или Л/: = л — 

То же самое можно еще найти и другим спосо¬ 
бом. Ясно, что если принять йх за постоянную и 
предположить, что ордината у возрастает, то Зп 
(черт. 48, 49) будет меньше ЗН или Рт в вогну¬ 
той части и больше — в выпуклой. Отсюда видно, что 
у трчки перегиба или возврата р величина Ип{(1сіу) 
должна из положительной стать отрицательной, и 
следовательно, в этой точке она должна быть либо 
нулем, либо бесконечностью 

Предположим, во-вторых, что ординатами кривой 
Арр (черт. 54, 55) являются прямые БЛ1, Вру ВМ, 
выходящие все из одной точки В. Если провести 
произвольную ординату ВА1 (черт. 56, 57) и каса¬ 
тельную ЛП'у встречающую ВТ^ перпендикулярную 
к ВМ, в точке Т и, взяв точку т бесконечно близко 
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к уИ, провести ординату Вт, касательную ті, 
а также Ві — перпендикуляр к Вт, который встре¬ 
чает МТ в О, то очевидно (предполагая, что орди¬ 
ната ВМ возрастает, обращаясь в Вт), что ВІ 
превосходит ВО в вогнутой части и, наоборот, она 
меньше ее в выпуклой части. Таким образом у точки 
перегиба или возврата р величина Оі должна из по¬ 
ложительной стать отрицательной. 



-^ 

Черт. 56, 


В 

Черт. 57. 


Т 


Т 


Если описать из центра В (черт. 56) малые кру¬ 
говые дуги Ж/? и ТН, то образуются подобные 
треугольники тТІМ, МВТ и ТИО и малые подоб¬ 
ные секторы ВМІ^ и ВТН. Поэтому, обозначив ВМ 
через Ж/? через л', мы будем иметь: 


тН {(іу) . /^Л1 {ах):: В Аі (у). ВТ = 



Если продиференцировать 
постоянным, то получится: 



Ві — ВТ или Ні^ 


их иу- -—у их (іііу 


иу^ 


5 
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и, следовательно, 

1 гг. (іх сіу'^ у ах алу 

ОН-\-Ні или Оі — --• 

Отсюда, после умножения на и деления на Лх^ 
получается, что в точке перегиба или возврата Р 
величина 

(іх- —У (і^У 

равняется нулю или бесконечности. Поскольку при¬ 
рода линии ЛР/С(черт. 54, 55) известна, величину йу 
можно выразить через сіХу а йЛу через йх'^. 
Подстановка этих значений в 

сіх'^ -!“ сіу^ —у Лсіу 

дает величину, приравнивание которой сначала нулю, 
а затем бесконечности послужит для нахождения та¬ 
кого значения Вр, что круг, описанный радиусом ВР 
из центра Ву пересечет кривую АРК в точке перегиба 
или возврата Р, Что и было предложено 

Чтобы найти то же самое еще другим способом, 
надо заметить, что в вогнутой части угол ВшЕ 
(черт. 50, 51) превосходит угол ВтПу и наоборот, 
он меньше его в выпуклой части, следовательно, 
угол ВшЕ — Вит или Етп (черт. 50), т. е. изме¬ 
ряющая его дуга Еп у искомой точки р становится 
из положительной отрицательной. Если принять йх 
за постоянную, то- подобные прямоугольные тре¬ 
угольники НтВ и Инк дадут: 

РІпг (йіі ) . тЗ {Лх ):: На (— сісіу) ,пк— — 
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причем следует отметить, что величина Нп отрица¬ 
тельна, так как при возрастании Вт (у) 

убывает. Но из подобия секторов ВгпЗ и тЕк 
получается, что 

Вт (у ). т8 (сіх ):: піЕ {сіи ). Ек = . 


Следовательно, 


Ек-\-кѣ или Еп = 


сіхсіФ—усіхййу 
у сіи 


Отсюда, после умножения ту сіи н деления па сіх, 
следует, что у искомой точки Р 


сіи^—усісіу или сіх^АгСІу'^ — усісіу 

из положительного становится отрицательным (см. 
черт. 54, 55). 

Если предположить, что у становится бесконечно 
большим, то члены сіхУ' и будут ничем по сравне¬ 
нию с членом усісіу^ и следовательно, формула 

(іх^^ + сіу"^ —у (ісіу = О или бесконечности 
обратится в другую: 

—усісіу —О или бесконечности, 
или, если разделить на — у, 

сІсІу = {) или бесконечности. 


Это — та же формула, что и в первом случае, что 
и должно было получиться, потому что ордина¬ 
ты ВМу Вру ВМ становятся тогда параллельными. 
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Следствие. 

67. Ясно, что, когда диференциал Аі (черт. 52) 

должен быть ничем по сравнению с диференциалом АЕу 
и следовательно, две бесконечно близких касатель¬ 
ных РЕ и /і должны совпасть, образуя одну прямую 
линию /РЕ. Но, когда = бесконечности, дифе¬ 
ренциал АЕ (черт, 53) должен быть бесконечно велик 
по сравнению с диференциалом АЕ, или (что то же 
самое) диференциал АЕ бесконечно мал по сравнению 
с диференциалом АЕ^ и следовательно, через одну и ту 
же точку Р можно провести две касательных 
РЕ и р/ образующих между собой бесконечно малый 
угол ЕРЕ 

Так же очевидно, что, когда — 

— ус1(1у = ^, 01 (черт. 56, 57) должно стать ничем 
по сравнению с МР( и что таким образом две бес¬ 
конечно близких касательных МТ и ті должны 
совпасть, когда точка М становится точкой перегиба 
или возврата. Если же, наоборот, сіх'^ сіу"^ — 
—= бесконечности, то 01 должно быть бес¬ 
конечно по сравнению с Ж/?, или (что то же самое) 
Ж/? бесконечно малым по сравнению с Оі, следо¬ 
вательно, точка т должна совпасть с точкой Ж; т. е., 
когда точка Ж становится точкой перегиба или воз¬ 
врата, через нее можно провести две касательных, 
образующих между собой бесконечно малый угол. 

Очевидно, что, если продолжить касательную 
в точке перегиба или возврата Р, то она в этой 
точке будет и касаться кривой АРК и пересекать ее’^^). 
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Пример /. 

68. Пусть кривая линия АРК (черт. 58) имеет диа¬ 
метром прямую линию АВ и такова, что соотношение 
между абсциссой АЕ{х) и ординатой ЕР {у) выра¬ 
жается уравнением ахх = хху-\'аау. Требуется найти 
такое значение АЕ, при котором ордината ЕР встре¬ 
чается с кривой АРК в точке перегиба р, 

_ Уравнение кривой 

ахх 

X У'' 


XX А- о а 


Черт. 58. 


следовательно, 

сіу — 


2(і^х (іх 
XX + аа 


Если, полагая сіх постоянным, найти диференциал 
этой величины и затем приравнять его нулю, то 
получится: 

2а^(іх^ X гСх^ X хх^ аа 

-;- 4 —Оі 

хх + аа 

- - і - 4 

ЧТО, умноженное на хх-\-аа и деленное на 
2а? йх"^ X ххА^аау дает: 

ххА^аа — Ахх = 0, 

откуда 

АЕ{х)=-а У 

Если в уравнение кривой 

ахх 

У ххА-(ісі 
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1 

подставить вместо хх его величину то 

получится: . 

так что точку перегиба р можно определить, не 
описывая кривой АРК^ 

Если параллельно ординатам ЕР провести ЛС, 
равную данной прямой а, а СО провести парал¬ 
лельно АВу то она [СО] будет асимптотой кри¬ 
вой АРК^ Действительно, предполагая х бесконечно 
большим, можно вместо хх-\-аа взять хх, а тогда 
уравнение кривой 

ахх 

У XX-^аа 

обратится в 

у = а^). 


Пример II. 
_^ 

69. Пусть у — а = х — а ^ . Значит 

3- 

с1у — ‘^х—а их, 

и, принимая их за постоянную, 


ииу= —^ 


— Ых'^ 


— 7 


25Ѵх-а 

Так как приравнивание этой дроби нулю, при кото¬ 
ром получается — бих^ = О, ничего не дает, то ее 
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надо взять бесконечно большой, а следовательно, ее 

знаменатель 25 і/х — —бесконечно малым или 

равным нулю. Отсюда неизвестная 

АЕ (х) = а. 


Пример /У/. 

70. Пусть АЕК — удлиненная полуциклоида (черт. 59), 
основание которой ВК больше АОВ — полуокружно¬ 
сти образующего круга, имеющего центром точку С. 

Требуется определить на диаметре 
АВ точку Е так, чтобы ордината 
ЕР встречалась с циклоидой в 
точке перегиба Р. 

Обозначив известные АОВ че¬ 
рез а, ВК через Ь, АВ через 
2с, а неизвестные АЕ через х,ЕО через .г, дугуЛО 
через и, ЕР через у, получим из свойства циклоиды: 



и, следовательно, 


, Ьіі 

сіу = . 


Далее из свойства круга получим; 


г= У2сх — XX, 
сйх — х(1х 


(Іг = 


У'ІСХ — XX 


ап ( Усіх'^ + аг^) = 

Ѵ2сх — 
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Подставляя вместо (іг и йи их значения, найдем: 

, асЛх — ах (іх + Ьс (іх 

с1у= - у — -. 

аУ2сх — XX 

Диференциал этого {(іх принимается постоянным) дает: 
Ьсх — асе — Ъсс X 

2СХ — XX X V2СХ — Л’А* ' 

откуда 

АЕ{х) = с^-^ 

\\ 



Ясно, что для существования точки перегиба р 
надо, чтобы Ь превосходило а, так как если бы оно 
было меньше его, то СЕ было бы больше СВ^^). 

Пример IV. 

71 . Найтп точку перегиба р конхоиды Никомедл 
АРК^ которая имеет полюсом точку Я, а асимптотой •— 
прямую ВС. Она обладает тем свойством, что если 
провести прямую ЯЯ, соединяющую полюс Я с про¬ 
извольной точкой р на конхоиде и пересекающую 
асимптоту ВС в Д то отрезок ОР всегда равен 
данной прямой а. 

Проведем РА перпендикулярно, а РЕ параллельно 
ВС, обозначим известные АВ или РО через а, ВР че¬ 
рез Ь, а неизвестные ВЕ через ЕР через у 
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и проведем ОЬ параллельно В А. Подобные треуголь¬ 
ники ОІР и РЕР дают: 

Оі {X ). ір[Ѵаа — хх) ::РЕ{Ь-\-х ). ЕЕ {у) = 

Ь \- хѴсіа — XX 

— X 

а диференциал последнего 

_ х^ ііх ааЬ йх 

ххУ аа — XX 

Значит, если взять диференциал этой величины и при¬ 
равнять его нулю, то получится равенство: 

— аах^ ЗааЬхх X 

аах^ — X XX 

которое приводится к 

4“ 3^'^л: — 2аад = 0. 

Один из корней этого уравнения даст для ВЕ иско¬ 
мое значение. 

При а = Ь предыдущее уравнение обратится 
в другое: 

л:^ -4 Ыхх — 2^3 = о, 

которое после деления на х-\-а дает: 

хх-^2ах — 2аа = 0, 

и следонательно, 

ВЕ (х) = — а 4- 












Анализ бесконечно малых 


175 


ИНАЧЕ. 


Принимаем за ординаты линии РР^ выходящие 
из полюса Ру и пользуемся формулой (,§ 66): 


у Му = (іу-, 


в которой сіх предполагается постоянным. Предста¬ 
вим себе другую ординату /у, образующую с РР 
бесконечно малый угол РР/у и, описав из центра Р 
малые дуги РО и ОНу обозначим известные АВ че¬ 
рез а, ВР через Ьу а неизвестные РР через у^ РО 
через г. Из свойства конхоиды получится = 
что дает сіу = й7:. Далее, из прямоугольного 
треугольника ОВР 


ОВ= У гг — ЬЪ у 


а из подобных треугольников ОВР и йНОу РОН 
и РРО будем иметь: 



ОВ (У гг — дд). ВР ф ):: йН фг). НО = 


РО (г ). РР (г Н- а ):: НО . РО {сіх) = 

\у гг — ЬЬ/ 


Ьг йг Н- аЬ (іг 


гУ гг — ЬЬ 


Отсюда 


йг или 

• Ьг 4 аЬ 
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а его диференциал {Лх предполагается постоянным): 



> /- — 
аЬ у гг — ЬЬ 


Ьг^ -|- 2аЬг^ — аЬЪ X 



если подставить вместо Лг его значение. Значит, если 
в общую формулу (§ 66) 


V сіЛу = 4“ 


подставить вместо у его значение г \-ау и вместо сіу 
и Му — их значения, выраженные через Ах и 
то получится такое уравнение: 

г^-\- 2аг^ — аЬЬг X 4- X 


•2 


.о 


Ьг + (іЬ‘ 


Ьг + аЬ'' 


приводящееся к [уравнению] 

2^3 — ЪЬЬг — аЬЬ = О, 

один из корней которого, увеличенный на а, даст 
значение неизвестной РР. 

При а~Ь будем иметь: 

2^3 — Ъааг — аз = О, 
что после деления на г-\-а даст: 

аа ^ 

гг — аг -^ по¬ 

решив это уравнение, получим: 


Я/"(гН-л) = у «4-1 а/з = 


За + сГЗ “) 
2 
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Пример V. 

72. Пусть АРК —конхоида другого рода (черт. 60), 
такая, что если соединить какую-либо ее точку Р 
с полюсом Р посредством пря¬ 
мой РР, пересекающей асимп¬ 
тоту ВС в О, то прямоуголь¬ 
ник РО X 7)/^ всегда равен пря¬ 
моугольнику РВ X РА. Найти 
точку перегиба Р. 

Если обозначить неизвестные 
ВЕ через х, ЕР через р, а изве¬ 
стные АВ через а, ВР через Ь, то получится 
РО У, ОР = аЬ, и параллельные ВО и ЕР дадут: 

РО X ОР {аЬ) .РЗХВЕ {Ьх):: 

:: РР^ {ЬЬ - ІЬх хх -\-ур). РЕ^ {ЬЬ ЧЬх -|- хх) 



Значит 

ЬЬх-{ 2Ьхх 4- X® -\-уух == аЬЪ 2аЬх -1- ахх 
или 

аЬЬ 4- 7аЬх -}- ахх — ЬЬх — ІЬхх — х^ 

уу^ --- 


у — Ь 4-х —~ = Ѵ ах — хх4гЬ т /" -—- , 

ух IX 


диференциал чего есть: 


Лу — 


ах (іх 2хх сіх -|- аЬ йх 

2хУ ах-— XX 


12 Зак. 2051. — Лоииталь. 
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Диференцируя еще раз, образуем равенство: 


ЪааЬ — аах — ^аЬх X ^ 

4ла* — 4аа X ' 


которое приводится к 

л: = 


Ш 


а-\-АЬ ^ 

что и представляет собой значение неизвестной ВЕ. 



в гг 

Черт. 62. 


Если 


— ах йх-^- 2хх (іх + аЬ сіх 
2л -ах ~ XX 

значение сіу приравнять, нулю то получится: 

л:л: — ^ аЬ — 0, 

два корня которого 

а + У^аа — ^аЬ а — "^аа^-МЬ 

- 1-_І - Ы - 1 - 

4 4 

дают при а, большем 8^^, два таких значения ВН и 
Віу что ордината НМ (черт. 61) оказывается меньше 
своих соседних, а ордината ІМ — больше, т. е. что 
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касательные ^ М \\ N параллельны оси АВ\ при 
этом точка Е оказывается между точками Н и і. 
Когда а ^ 8^, каждая из линий ВН, ВЕ, Ві 
(черт. 62) равняется а, и тогда касательная в точке 
перегиба Е параллельна оси АВ. Наконец, когда а 
меньше 8Л, оба корня мнимы, следовательно, ни¬ 
какая касательная не сможет быть параллельной оси. 

Эту задачу можно было бы также решить, взяв 
за ординаты линии РЕ^ Р/ (черт. 60), выходящие 
из полюса Р, и пользуясь формулой 
у (ісіу = 

как было сделано в предыдущем примере 

Пример VI, 

73, Пусть АЕО (черт. 63) — круг с центром 
в точке В у а АЕК —такая кривая 
линия, что если провести произволь¬ 
ный радиус ВЕЕу то квадрат на ЕЕ бу- 
дет равен прямоугольнику из дуги АЕ 
и данной прямой Ь. Надо определить 
на этой кривой точку перегиба Е, а 

Обозначив дугу АЕ через 2 :, ра- Черт. 63. 
диус В А или ВЕ через а и ординату ВЕ через у ^ 
получим: 

Ьг = аа — 2ау-гуу 

и (диференцируя) 

ь 



12* 
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Из подобия секторов В Ее и ВЕО получится: 

ВЕ{а). ВР(у ):: Ее . РО {(іх) = 

__ Іуусіу --2ау сіу 
~~ аЬ 

Диференциал этого, при предположении, что сіх 
постоянно, дает: 


Ау сіу- — 2а сіу"^ -І- 2у^ сісіу — 2ау сісіу = 0. 


Следовательно, 


у сісіу 


а сіу^ — 2у сіу’^ 


Значит, если в общую формулу 66) 
усІсІу = сІх^-\-сіу^ 

вместо и у сісіу подставить их выражения че¬ 
рез сіу^, то получится уравнение: 


а сіу’^ — 2у (Іу^ __ Ау^ (іу^ — Ъау^ сіу^ -{-Ааауу (іу^ + 
у ■— а ~~ ааЬЬ 

Оно приводится к уравнению: 

Ау^- - 1 2ау*‘ 4- 1 2аау^—^а^уу + ЪааЪЬу - 2а^ЬЬ = 0, 

решение которого даст для ВР искомую величину. 

Очевидно, что кривая АРК, которую можно на¬ 
звать параболической спиралью^ должна иметь точку 
перегиба р. Так как сначала окружность АЕО неза¬ 
метно отличается от касательной в точке Л, то по 
свойству параболы она вначале должна быть вогнута по 
отношению к этой касательной, а дальше, когда кри¬ 
визна окружности относительно ее центра станет 
заметной, она станет вогнутой относительно центра 8*). 
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Пример VII, 

74, Пусть кривая лиііия АРК (черт. 64), имеющая 
осью прямую АВ^ обладает тем свойством, что если 
провести произвольную касательную РВ^ встречаю¬ 


щуюся с АВ в точке В, 
то отсекаемая часть АВ 
всегда имеет к касатель¬ 
ной ВР данное . отноше¬ 
ние т к п. Требуется опре¬ 
делить точку возврата Р. 

Обозначив неизвесіные 
ЕР через будем иметь: 

- 



переменные АЕ через х, 

у (ІХ 


(потому что у убывает при возрастании л:), 

РВ= + 

<іу 

А по свойству кривой 


АЕ-]-ЕВ ит АВ • ВР :: т . ц. 

ту йх!^ -]- йу — — я (іх, 


Значит 


диференциал чего, в предположении, что йх постоянно 
и отрицательно, дает: 

т (Іу (і(іу ___ — пу (ІХ (Іу пху (Ійу — пх ііу*^ ^ 

~7у ’ 


откуда 


сІ(іу — 


— пу (ІХ (іу — пх (Іу^ у(ІХ^ А- 
туу (іу — пху У (іх'^ (іуч 



















182 


Г, Ф. ДЕ-ЛоПИТАЛЬ 


приравняв теперь эту дробь нулю, найдем: 


— у йх — л:й![у = О, 

что не дает возможности что-либо узнать. Поэтому 
эту дробь надо положить равной бесконечности, т. е. 
ее знаменатель равным нулю, что дает: 

у -I- 

^ ^ пх ту * 

согласно уравнению кривой. Отсюда 

_ ппхх (іу — ттуу сіу 

ппху ' 

Возводя обе части уравнения 

ту Лу — пхУ йх’^ Лу^ 

в квадрат, найдем опять: 

_ (Іу У ттуу -- ппхх ппхх сіу — ттуу сіу 


пх 


ппху 


откуда наконец 


у У тт — пп — пх. 


Это дает следующее построение. 

Опишем на диаметре АО — т полукруг АІО и, 
взяв хорду ОІ= п, проведем прямую АІ. Я утверждаю, 
что она встретится с кривой АРК в точке возврата 
Действительно, если провести [И перпендику¬ 
лярно АВ, подобные прямоугольные треугольники 
О ІА, ІИ А и РЕА дадут, что 

ОІ {п). ІА {У тш —пп) ІИ. НА:: РЕ (у). ЕА (л;); 

следовательно, _ 

у У тт — пп = пх, 

а это и требовалось построить. 
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Ясно, что ВР параллельна /Э/, так как 
АВ . ВР ;: АО [т ). ОІ{п), 

откуда следует, что АРВ — прямой угол; и стало быть 
линии АВ^ВРуВЕ образуют непрерывную пропорцию. 

То же свойство можно найти и без всяких вы¬ 
кладок, если представить себе {§ 67) в точке воз¬ 
врата р две касательных РВ и РЬу образующих 
между собой бесконечно малый угол ВРЬ, Действи¬ 
тельно, описав из центра Р малую дугу ВІ^ будем 
иметь: 

т.п\\АЬ,ЪР\\АВ.ВР\\ 

\:АЬ — АВ или ВЬ.ЬР—ВР или Ы\ іВР.ВЕу 

из подобия прямоугольных треугольников ВЫ и РВЕ 
Значит, и т. д. 

При т — п прямая Ару очевидно, становится пер 
пендикулярной к оси АВ, а касательная РВ, таким 
образом, становится параллельной этой оси. Этого и 
следовало ожидать, потому что в этом случае кри¬ 
вая АР обращается в полукруг с диаметром, перпен¬ 
дикулярным оси АВ, Если же т меньше, чем п, то, 
очевидно, точки возврата вовсе не будет, потому что 

тогда уравнение _ 

у Утт — ш = пх 

будет содержать в себе противоречие 




ГЛАВА V. 

ПРИМЕНЕНИЕ ДИФЕРЕНЦИЛЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 
К НАХОЖДЕНИЮ РАЗВЕРТОК. 

Определение, 

П редположим, что некоторая кривая линия 5/)/^ 
(черт. 65), вогнутая всюду с одной и той же сто¬ 
роны, обернута или окружена нитью 
АВОР, один из концов которой 
закреплен в /^, а другой натянут 
вдоль касательной ДЛ, и заставим 
конец Л, оставляя его натянутым, 
двигаться, непрерывно развертывая 
кривую ВОР. Ясно, что при этом 
движении конец нити Л описывает 
кривую линию АНК- 
При таких условиях кривая ВОР будет назы¬ 
ваться разверткой кривой АНК* 
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АВу НО, КВ, прямолинейные части нити АВОР, 
будут называться радиусами развертки 

Следствие I. 

75. Из ТОГО, что длина нити АВОР остается неиз¬ 
менной, следует, что отрезок кривой ВО равен раз¬ 
ности радиусов в ее концах ОН и ВА\ точно так же 
отрезок кривой ОР равен разности радиусов РК и 
ОН, а вся кривая ВОР —разности радиусов РК 
и ВА, Отсюда видно, что если ВА, радиус кривой, 
равен нулю, т. е. конец нити А совпадает с В, на¬ 
чалом кривой ВОР, то радиусы развертки ОРІ и 
РК будут равны отрезкам ВО и ВОР кривой ВОР^ 


Следствие II, 

76. Если рассматривать кривую ВОР (черт. 66) как 
многоугольник ВСОЕР с бесконечным множеством 
сторон, то ясно, что конец А нити 
АВСОЕР будет описывать малую 
дугу АО с центром в точке С до тех 
пор, пока радиус СО не сольется 
в одну прямую линию с малой сторо¬ 
ной СО, соседней с СВ\ затем этот 
же конец будет описывать малую 
дугу ОН с центром в точке О до 
тех пор, пока радиус ОН не сольется 
в одну прямую с малой стороной ОЕ, 
и так далее, пока кривая ВСОЕР не развернется це¬ 
ликом. Таким образом кривую АНК можно рас¬ 
сматривать как совокупность бесконечного множества 
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малых круговых дуг ЛО, ОН, НІ, ІК н т. д. с центрами 
в точках С, О, Еу Рѵ\ т..д. Отсюда вытекает следующее: 

1° Радиусы развертки непрерывно ее касаются, как 
ОН в О, КР в р и т. д. Далее, все они перпенди¬ 
кулярны к описываемой ими кривой АНК, как ОН 
в Н, РК в Кв т. д. Действительно, например, ОН пер¬ 
пендикулярен к малым дугам ОН и НІ, потому что 
он проходит через их центры О в Е. Отсюда видно, 
что: развертка ВОР (черт. 65) ограничивает 

пространство, в которое попадают все перпендику¬ 
ляры кривой АНК\ 2^ если продолжить какой-ни¬ 
будь радиус НО, пересекающий радиус АВ в /?, до 
пересечения с каким-нибудь другим радиусом КР 
в 5, то всегда можно из всех точек части кроме 
точки касания О провести два перпендикуляра к кри¬ 
вой АН Ку в из точки О — только один перпенди¬ 
куляр, а именно ОН. Действительно ясно, что /? — 
пересечение радиусов АВ и ОН — пробегает все 
точки части в то время как радиус А В своим 

концом А описывает линию АНК, к которой он 
постоянно остается перпендикулярным, и что радиус)^ 
АВ и НО совпадают только тогда, когда точка пе¬ 
ресечения К оказывается в точке касания 

2® Если продолжить в сторону начала разверты¬ 
вания А малые дуги НО (черт. 66) до /, 1Н до т, 
КІ до п и т. д., то каждая малая дуга, как, напри¬ 
мер, ІН, будет касаться извне соседней НО, так как 
радиусы С А, ОО, ЕН, РІ все возрастают, по мерс 
того как малые дуги, составляющие кривую АИК, 
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удаляются от точки Л. По этой же причине, если 
продолжить малые дуги АО до о, ОН до /7, ИІ 
до ^ в сторону, противоположную от л, то каждая 
малая дуга, как, например, ///, будет касаться изнутри 
своей соседней //С. А так как, вследствие бесконеч¬ 
ной малости как дуги Н1, так и стороны ОЕ^ 
точки И \\ 1, О \\ Е можно считать совпадающими, 
то, если описать из какой-либо внутренней точки О 
развертки ВОЕ^ как из центра, ее радиусом ОН 
круг тНр, он будет касаться извне части ЯЛ, ко¬ 
торая окажется целиком внутри этого круга, и изну¬ 
три— другой части НКу которая окажется целиком 
вне этого круга, т. е. он будет и касаться кри¬ 
вой АНК и пересекать ее в одной и той же точке Н, 
подобно тому как касательная в точке перегиба 
пересекает кривую в этой же точке. 

3° Из того, что радиус НО малой дуги НО от¬ 
личается от радиусов СО и ЕН соседних дуг ОА 
и НІ лишь па бесконечно малую величину СО 
или ОЕ^ следует, что как мало бы ни уменьшить ра¬ 
диус ОН^ он окажется меньше СО и его круг будет 
касаться изнутри части НА, Наоборот, как мало бы 
его ни увеличить, он окажется больше НЕ и его круг 
будет касаться извне части НК* Таким образом 
круг тНр является наименьшим из кругов, касаю¬ 
щихся извне части ЯЛ, и, наоборот, наибольшим из 
кругов, касающихся изнутри части НК т* е. между 
этим кругом и кривой нельзя провести никакой дру¬ 
гой круг. 
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4° Так как кривизна кругов возрастает пропорцио¬ 
нально убыванию радиусов, то кривизна малой дуги НІ 
относится к кривизне малой дуги ЛО, как радиус 
этой последней ВА или СА к ее радиусу ОН или 
ЕН, т. е. кривизна кривой АИК в Н относится к ее 
кривизне в Л, как радиус ВА к радиусу ОН^ а также 
кривизна в К относится к кривизне в //, как ра¬ 
диус ОН к радиусу РК^ Отсюда видно, что кри¬ 
визна линии АНК непрерывно убывает по мере раз¬ 
вертывания линии вору так что она имеет наи¬ 
большую возможную величину в точке Л, из кото¬ 
рой начинается развертывание, и наименьшую в точке Ку 
в которой, как я это предполагаю, оно прекращается. 

5° Точки развертки суть не что иное, как пере¬ 
сечения перпендикуляров, проведенных через концы 
малых дуг, составляющих кривую АНК Например, 
точка О или Е есть пересечение НО и ІЕ — пер¬ 
пендикуляров малой дуги НІ. Таким образом если 
даны кривая АНК и положение одного из ее перпен¬ 
дикуляров НОу то, чтобы найти точку О или Е его 
прикосновении к развертке, надо лишь отыскать точку 
пересечения бесконечно близких перпендикуляров НО 
и ІЕу что и будет разъяснено в следующей задаче 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ I. 

Общая задача. 

77. Природа кривой линии АМО (^черт.67; известна, и дан 
какой-либо из ее перпендикуляров МС; определить длину 
ее радиуса развертки МС, т. е, пересечение бесконечно 
близких перпендикуляров МС и тС. 
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Предположим, во-первых, что кривая линия АМО 
имеет осью прямую АВу к которой ординаты РМ 
перпендикулярны. Представим себе другую орди¬ 
нату тр\ она будет бесконечно близка к МР, так как 
точка т по предположению бесконечно близка к М. 
Проведем через точку пересечения С линию СЯ, парал¬ 
лельную оси АВ и встре¬ 
чающую ординаты АІР 
и тр в точках Еѵіе. Про¬ 
ведя, наконец, Ж/? парал¬ 
лельно АВу мы образуем 
подобные прямоугольные 
треугольники МРт и 
МЕСу потому что угол 
ЕМС равен углу РМпіу 
так как углы ЕМР и 
СМт прямые и угол 
СМР у них общий. 

Обозначив данные АР через х, РМ через уу а 
неизвестную МЕ через х, мы будем иметь, что Ее, 
или Рр, или МР — сІХу Рт = с1у = (іг, Мт = 
У (іх^(іу'^'у тогда 

МР {(іх ) . Мгп :: МЕ (г). А4С = 

(Іх 

Далее, СМ — радиус дуги Мт с центром в точке С, 
который обращается в Ст, когда ЕМ увеличи¬ 
вается на диференциал Рт, — остается без изменения. 
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Значит, его диференциал равен нулю, что дает 
{(іх предполагается постоянным): 


Лг -{'Х сіу сіііу 


(іхУ + 

откуда 


если подставить вместо (Іг его величину йу. 
Предположим, во-вторых, что все ординаты ВМу 
Вт (черт. 68) выходят из 
одной точки В. Опустив из 
искомой точки с на орди¬ 
наты, которые я предпола¬ 
гаю бесконечно близкими, 
перпендикуляры СЕ и Се 
и описав из центра В малую 
дугу Ж/?, мы образуем подоб¬ 
ные прямоугольные треуголь¬ 
ники; І^Мт и ЕМС у ВМНі 
ВЕС и СеО. Обозначая ЛЖ 
через у, МЕ через г, Ж/? через (іх, мы будем иметь, 

что І^пі = сіу, Мт = У (іх^ + сіу-у СЕ или Се == 
и 



МС = 


г У их - ау - 

йх 


Затем мы найдем, как и в первом случае, что 

_ йх сіх'^ -У СІ2 (іу‘ 

^ — (Іу йііу 
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Итак, 

ВМ (у). Се (^):: М/^ (сіх) .Ое = ^. 


или 


те — МЕ 


Нт — Ое = Лг — 


У сіу — г сіу 
3^ 


Следовательно, подставляя эту величину вместо 
мы будем иметь: 


МЕ[г) = 


у СІх"^ у (Іу^ 

СІХ'^ -|- г/у2 ^ у СІ сіу 


Если предположить, что у бесконечно велик, то 
члены (іх^ и будут ничто по сравнению с уЛЛу^ 
и следовательно, последняя формула обратится в фор¬ 
мулу, выведенную для предыдущего случая. Это и 
должно случиться, потому что тогда ординаты 
становятся параллельными между собой и дуга МН 
обращается в прямую, перпендикулярную к орди¬ 
натам. 

Далее, поскольку природа кривой АМО известна, 
можно выразить величины Лу- и йЛу через или 
(іх^^ и ййу —через Лу'^, Подстановка полученных 
значений в предыдущие формулы даст Для МЕ вполне 
определенное значение, свободное от диференциалов. 
Если провести ЕС перпендикулярно МЕ^ то она пе¬ 
ресечет МС, перпендикуляр к кривой, в искомой 
точке С. Что и было предложено. 
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Следствие I, 

78. Из подобия прямоугольных треугольников МН^і 
и МЕС (черт, 67, 68) будем иметь в первом случае: 


а во втором случае 


(іх^ 4 " 4 " 

йх сісіу 


МГ = у у V Т В7\ 


Замечание. 

79. Существует еще ряд других способов нахождения 
радиусов развертки. Я приведу здесь часть из них, 
для того чтобы дать возможность различного подхода 
к вопросу тем, кто еще не овладел этим исчислением. 

Первый случай: ординаты кривых перпендикулярны к оси. 


Первый способ. Продолжим Ж/? до (7, где она 
встречается с перпендикуляром тС (черт. 67). Пря¬ 
мые углы МІ^т и МтО дадут, что 


следовательно. 



ЖО = 


сіх- 4- //у- 
йх 


А из подобия треугольников МРіт и МР^ (точки ^ 
и д суть пересечения бесконечно близких перпенди¬ 
куляров же и тС с осью АВ) получается, что 
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Следовательно, 

диференциал чего {сіх предполагается постоянным) дает: 
Из подобия треугольников С МО и С^^ получается 

■ ■ ялг) [ уУ мг — 

ах —ахсшу 

Второй способ. Если описать из центра С малую 
дугу ^0, то малые прямоугольные треугольники ^0^ 
и МІ^т будут подобны, так как Міп и ^0, МІ^ 
и параллельны между собой; следовательно, 


Мт {уйх'^ • МН {йх ):: 




СІХ- -Ь (Іу^ у (1(1у \ 


СІХ- + (!у^ + У 


СІХ 


у 0,0 


А подобные секторы СМт и С^О дают: 

■•МО + = 

■ ■ ^ \ (^х / ■ —ах(Шу 

Третий способ. Проведя бесконечно близкие 
касательные УИ7' и ті, получим; 

РТ—ЛР или = 


ау 


■X, 


13 Зак. 2051.~Лоіінталь. 
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диференциал чего дает: 

_ у сіх сісіу 

1у^ * 

Описав из центра т малую дугу ТР, образуем пря¬ 
моугольный треугольник РТі^ подобный І^тМ^ по¬ 
тому что углы РіТ и /?Ж/7г или РТМ^ которые 
отличаются друг от друга лишь на бесконечно малый 
угол Тті^ равны между собой; это дает: 


Мт {У{^У) • 


, I_ у (Іх ййу 


сіу'^ 


•) • ТР = 


— у (ІХ(і(Іу 
сіу у сіх^ -4- (іу^ 


Но секторы ТтР и МСт подобны, потому что 
угол Тті-\ МтС прямой и угол МтС-\- МСт 
тоже прямой, так как треугольник СМт рассматри¬ 
вается как прямоугольный при М, Значит, 


.... „„„ 7.ж(йЖ) жс= 

Четвертый способ. Находим 64) вторые ди- 
фереициалы, полагая йх постоянным. Подобные прямо¬ 
угольные треугольники Нт8 и Нпк (черт. 69) дадут: 

Нт или МтіУ .т8 или М1^{с1х):: 


:: Нп (— Му). пк — 


СІХ (1(іу 


У^Х-' + г/у2 ■ 

Но угол ктп равен углу, который образуют между 
собой касательные в точках М и т, стало быть он, 
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как у)і<е доказано, равен углу МСт, откуда следует, 
что секторы птк и МСт подобны и таким образом 

пк . тк или (§ 2) /И/и ( сіх"^ /(у^):; 

:: Мт . МС = «>' .. 


Вместо тк можно взять тН или Мт, потому что 
они отличаются только на малую прямую /7/е, бес¬ 
конечно меньшую, чем они сами; 
точно так же Нп бесконечно меньше, 
чем І^т или 8п, 

Второй случай: ординаты кривых 
выходят из одной фиксированной 
точки. 

Первый способ. Если опустить 
из фиксированной точки В (черт. 68) 
перпендикуляры ВР и В^ па бес¬ 
конечно близкие радиусы СМ и Ст, 
то подобные прямоугольные треуголь¬ 
ники тМП и ВМР (они подобны, так как если 
прибавить к углам тМІ^ или ВМР один и тот же 
угол /7И/?, то получается прямой) дадут: 



и 


МР или МН = 


у (ІХ 
Уііх:^ + 


кр= —У^ІУ _ 

У (ІХ''- + (іу‘ ’ 


13* 
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диференциал чего {йх предполагается постоянным) 
будет: 

ВІ-ВР или 

(ІХ'^ + <у2 У (ІХ^ + (іу^ 


А ИЗ подобных секторов СМт и СН/ получается 
пропорция: 



д 

Черт. 70. 


Мт — Н/.Мт :: МН . МС, 

и, следовательно, 

у(1х^+у У + іі:/'- 

/кіо— ^ ах ау'і — у (іх Му ■ 

Второй способ. Находим (^‘ 64) 
вторые диференциалы, полагая йх 
постоянным. Подобные секторы Вт8 
и тЕк (черт. 70) дадут, что 


Вт{у).тЗ{йх) :: тЕ{уйх^-^йу"^) .Ек = 

_ (ІхУ(ІХ^ сіу'^ 

~ у 


А из подобия прямоугольных треугольников НтЗ 
и Нпк будем иметь: 


ВІгп или Мт (У сіх^ сіу^) . тЗ или МІ^(сіх):: 


Следовательно, 

Рп = сіх (іу"^ ^ у йх (ійу 

уУ(іх^-\-йу^ ’ 

и если взять третью пропорциональную к Еп и Ет 
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или МШу то из подобных секторов Етп и МСт 
для МС получится та же величина, что и прежде. 


Если обозначить МтіУ через йѴі и 
вместо йх принять за постоянную то в первом 


случае окажется 


МС = 


дф 

ду ддх ^ 


а во втором 

мс= _ 

дх дф ^ ддх 


Наконец, если принять за постоянную то в пер¬ 
вом случае получится: 

ЖС = 

или 


дх ди 
— дду 


ду ди 
ддх 


^потому что диференциал от йх"^ = йіі^ есть 

йх ййх-\-йу ййу — О, и, таким образом, , 


а во втором 
или 


МС 


у дх ди 


дх2 ^ у дау 

у ду ди 


дхдѵ-\-у^^х 


Следствие II, 

80. Из того, что для МЕ или МС (черт. 72) полу- 
чается единственное значение, следует, что кривая 
линия АМО может иметь только одну единственную 
развертку ВСО. 
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Следствие III. 


81, Если величина МЕ (черт. 67, 68) 



положительна, то точку Е надо 


взять с той же стороны оси АВ или точки 5, с ка¬ 
кой она предполагалась при выкладках, откуда видно, 
что в этом случае кривая будет обращена вогну¬ 


тостью к этой оси или этой 
точке. Если же величина МЕ 
отрицательна, точку Е надо 
будет взять с противоположной 
стороны, откуда видно, что при 
этом кривая окажется выпу¬ 
клой. Таким образом в точке 



4 

Черт, 71. 


перегиба или возврата, отделяющей вогнутую часть 
от выпуклой, величина МЕ из положительной дол¬ 
жна стать отрицательной, и следовательно, бесконечно 
близкие или смежные перпендикуляры из сходя¬ 
щихся станут расходящимися. А это может осуще¬ 
ствляться только двумя способами. Действительно: 
либо они возрастают по мере приближения к точке 
перегиба или возврата, и тогда они должны 
стать параллельными, т. е. радиус развертки должен 
стать бесконечно большим; либо же они убывают, 
и тогда они необходимо должны совпасть, т. е. ра¬ 
диус развертки должен стать равным нулю. Все это 
совершенно согласуется с тем, что было доказано 
в предыдущей главе. 
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Замечание, 

82, Так как до сих пор полагали, что в точке пе¬ 
региба радиус развертки всегда бесконечно велик, то 
теперь своевременно показать, что существует, так 
сказать, бесчисленное множество таких видов кри¬ 
вых, которые все имеют в точке перегиба радиус 
развертки, равный нулю, и что этот радиус беско¬ 
нечно велик лишь у одного вида кривых. 

Пусть ВАС (черт. 71) — одна 
из кривых, имеющих в точке пере¬ 
гиба А бесконечно большой радиус ^ 
развертки. Если развернуть части 
ВА и АС, начиная с точки А, 
то ясно, что образуется кривая ли¬ 
ния ПАЕ, имеющая точку перегиба 
в той же точке А, но ее радиус развертки в этой 
точке будет равен нулю. Если таким же образом 
образовать третью кривую посредством развертыва¬ 
ния второй кривой ПАЕ, затем — четвертую посред¬ 
ством развертывания третьей и так далее до бесконеч¬ 
ности, то станет ясным, что в точке перегиба А всех 
этих кривых радиусы разверток будут всегда равны 
нулю. Следовательно и т. д. 

Предложение //. 

Задача. 

83, Плйтн для кривых АМО (черт. 12), ось которых ЛВ 
образует с касательной в А прямой угол, точку В, 
9 которой эта ось касается развертки ВСО. 
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Если предположить, что точка М становится бес¬ 
конечно близкой к вершине Л, то ясно, что перпен¬ 
дикуляр пересечет ось в искомой точке В, От¬ 
сюда следует, что если найти выражение Р^ 

через X или у и затем приравнять х или у нулю, 
то точка Р окажется совпадающей с точкой Л, 
а точка ^ — с искомой точкой В, т. е, Р^ 
окажется равной искомой АВ, Это разъясняется на 
следующих примерах. 


Пример /. 


84, Пустькривая ЛЛ10 (черт. 72)—парабола, имею¬ 
щая параметром данную прямую а. Уравнение пара* 
болы будет: 

ах^уу. 


диференциал чего дает: 

.. аЛх асіх 

Днференцируя последнее уравнение, полагая йх по¬ 
стоянным, найдем: 

\хУ ах 


Подставив наконец эти значения вместо йу и йЛу 
(І (I 

в формулу ■ , будем иметь 77): 


МЕ 


а-{-4х]^ах — , 4хѴ^ах 

=-- = Ѵах~г——-. 


Это дает следующее построение. 
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Пусть через точку Г, в которой касате/іьная МТ 
встречается с осью, проведена линия ТЕ, параллель¬ 
ная МС; я утверждаю, что она пересекает продол* 
жение МР в искомой точке Е. Действительно, 
прямые углы МРТ и МТЕ дают, что 

МР (і^ах) . РТ{2х ):: РТ(2х ). РЕ , 

У ах ^ 

и, следовательно, 

ЛІР + РЯ= 

Кроме того из прямоугольных треуголыінкоп МРСІ 
н МЕС будем иметь; 

РМІѴах) . Р^[^ 

:: МЕ (уах + . ЕС или РК= -1- 2х. 

Следовательно, = 2х. Это дает еще такое 
построение. 

Возьмем СК равной удвоенной АР или (что сво¬ 
дится к тому же) возьмем РК равной Т^ и проведем 
КС параллельно РМ. Она [КС] пересечет перпенди¬ 
куляр МС в точке С, принадлежащей развертке ВСО. 

Другой способ, уу — ах, 2уйу = айх, а дифе- 
ренциал этого [йх предполагается^постоянным) дает; 

‘ 2<іу'^ 2у ййу = о, 



откуда 
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Подставив, это значение в формулу > 

найдем (§ 77): 


(Іу^ 


Следовательно, 


ЕС или = 

йу (іх их ' иу 

= Р^-^-Р7' или 7'^. 


Это дает те же построения, что и прежде. Действи¬ 
тельно, 

МР.РТ :: сіу.сіх :: РТ(^уРЕ^ 

— _ ^хУах 

^ (іу '^ ^ а 


Теперь для нахождения точки 5, в которой ось АВ 
касается развертки іЗСО, мы имеем 

Так как это величина постоянная, то она остается 
без изменения, где бы ни находилась точка М. По¬ 
этому, когда она попадает в вершину Л, то получается 
еще, что Р^, которое в этом случае обращается в Л5, 
равно 

Чтобы определить природу развертки ВСО по 
способу Деклртл, обозначим абсциссу ВК через к, 
а ординату КС или РЕ через і. Тогда 


СК{1)== 


АхУІ 


и АР-\~РК — АВ{и) = Ъх. 


а 
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Подставляя в уравнение і= вместо х его 

1 

значение-^//, получим новое уравнение: 

О 

27 аН=Ші^, 


выражающее отношение между ВК н КС. Отсюда 
видно, что развертка обыкновенной параболы ВСО 
есть вторая кубическая парабола 
с параметром, равным пара¬ 

метра данной параболы. 

Очевидно, что СВС (черт. 73), 
развертка всей обыкновенной па¬ 
раболы МАМу состоит из двух 
частей СВ и ВСу обращенных 
вдруг к другу выпуклостями так, что они образуют 
В точку возврата 

Предупреждение. 

Под геометрическими кривыми АМО, ВСО (черт. 72) 
подразумеваются такие, в которых отношение между 
абсциссами АР, ВК и ординатами РМ, КС может быть 
выражено уравнением, не содержащим диференциалов] 
геометрическим считается и все тОу что можно полу¬ 
чить при помощи этик линий. Здесь предполагается 
что абсциссы и ординаты — прямые линии ^). 



Черт. 73. 


Следствие. 

85. Когда данная кривая АМО — геометрическая, 
то ясно, что всегда можно найти (как в этом нри- 
мере) уравнение, выражающее природу ее развсрг- 
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ки ВСО\ таким образом эта развертка будет также 
геометрической. Но кроме того я еще утверждаю, 
что она окажется спрямляемой, т. е. что можно гео¬ 
метрическим путем найти прямолинейные отрезки, 
равные любой ее части ВС, Действительно, очевидно 
{§ 75)у что при помощи геометрической линии АМО 
можно определить на СМ, касательной к части ВС, 
такую точку М, что отрезок СМ будет отличаться 
от части кривой ВС только на данную прямую АВ^^У 


Пример //. 

86. Пусть данная кривая МОМ (черт. 74) — 
гипербола, заключенная между своими асимпто¬ 
тами; уравнение ее аа — ху. 

Получается: 

: йх, 


аа _^ — ааЛу 

у УУ 


и, если положить йх постоянным (§ I), 


откуда 


— аа у у (Ісіу 2аау йу^ 




= 0 , 


іі)^ (іу"^ 

При подстановке этой величины в - 
чится 77), что 

МЕ’. 

и таким образом 


полу- 


у сІх^-\-у йу^ 


ЕС или 


Это дает следующие построения. 
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Проведем через точку Г, где касательная МТ встре¬ 
чается с асимптотой Лб, линию параллельную МС 
и встречающую продолжение МР в 5. Возьмем МЕу 
равную половине МЕ, с другой стороны от асимптоты 
(которая здесь рассматривается как ось), так как ее 
величина отрицательна, или же возьмем РК, равную 
половине Т^, с той же сто¬ 
роны, что и точка Т. Я утвер¬ 
ждаю, что если провести 
ЕС параллельно оси или КС 
перпендикулярно ей, то они 
пересекут прямую МС в 
искомой точке С. Действи¬ 
тельно ясно^ что 

сіу^ 


и что 




уау , уйх 



Черт, 74, 


(іх ‘ * 

Если обратить внимание 
на форму гиперболы МОМ, 
то видно, что ее развертка СЬС должна иметь точку 
возврата і, так же как и развертка параболы. Для 
ее определения я замечаю, что радиус развертки Оі 
меньше всякого другого радиуса МС, откуда 
следует, что диференциал его выражения 78) 


(іх^-\‘(іу^ сіх^(іу^ (іх^ + ^ 

— (іх(і(іу * -—(іхсісіу ^ 
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будет равен (гл. III) нулю или бесконечности. Это 
дает, если полагать попрежнему йх постоянным; 

1 3 


—Ъ(іх (Іу (Ісіу'^ (Іх^ 4- ^ (і(1(іу (іх--\-сіу'^ 2 

сіх^ (ісіу^ 


о или оо. 


_ 

Делением на сіх^-\-(Іу^^ и затем умножением на 
(ІХ^сІу"^ мы получим уравнение; 


сіх^^ йсісіу -[- (ІйЛу — Шу йЛу"^ = 0 ил и сх), 


которое послужит для нахождения для х такого зна¬ 
чения /1/У, что если провести ординату НО и радиус 
развертки ^Л, то точка Ь будет искомой точкой 
возврата. 

В этом примере 


У = 


аа 
1с~ ^ 


, — аа йх 


(ІСІу- 


2аа йх^ 


сІсІЛу = 


— бла сіх^ 


ХЛ ' д-4 

Поэтому, подставляя эти значения в предыдущее урав¬ 
нение, найдем АН[х) = а. Откуда следует, что 
точка О есть вершина гиперболы, а линии АО и ОЬ 
образуют одну прямую Аі^ являющуюся ее осью. 


Пример ///. 

87. Общее уравнение д;'” = л: (черт. 72, 74) выра¬ 
жает природу всего бесконечного множества парабол, 
если показатель степени т есть целое или дробное 
положительное число, и всего бесконечного множе¬ 
ства гипербол, если он есть отрицательное число. 
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Мы получаем здесь: 

/«У""* Лу = йх, 

диференциал чего, если полагать йх постоянным, дает: 

тт — тУ'*~* ййу = 0, 

Деля на тУ"”*, находим; 


(ІХ^ + (Іу^ 

откуда, подставляя это значение в _ » полу¬ 

чаем {§ 77): 

т — Ыу'^ 


Следовательно, 


ЕС или РК= 


■ У‘1У 


+ = 


У (ІХ 


т — \(1х т — \(1у 


Это дает такие общие построения. 

Проведем через точку Г, в которой касатель¬ 
ная МТ пересекает ось АР, линию Т8^ параллель¬ 
ную МС и встречающую продолжение МР в точке 6\ 

Возьмем М^ = —^ АІ8 или же РК = — ^ ТО. 

Ясно, что если провести через точку Е линию, парал¬ 
лельную оси, или через точку К линию, перпенди¬ 
кулярную к ней, то они пересекут МС в искомой 
точке С. 

Если т отрицательно, как это бывает у гипер¬ 
бол, то величина МЕ (черт. 74) будет отрицатель- 
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ной, и следовательно, гиперболы будут обращены 
выпуклостью к своей оси, которая при этом обра¬ 
щается в асимптоту. У парабол же, где т положи¬ 
тельно, могут представиться два случая. Если т 
(черт. 75) меньше единицы, то они 
обращены выпуклостью к своей 
оси, которая обращается в каса¬ 
тельную в вершине. Если же т 
(черт. 72) больше единицы, то они 
обращены вогнутостью к своей 
оси, которая обращается в пер¬ 
пендикуляр в вершине. 

Для нахождения в последнем случае точки В, 
в которой ось АВ касается развертки, мы имеем: 

что дает три различных случая. Действительно, если 
т = 2, что бывает только у обыкновенной параболы^ 
то показатель степени при у стано¬ 
вится нулем и эта неизвестная исче¬ 
зает, а следовательно, Л5 = -^, 

Черт, 76, 

т. е. половине параметра. Если т 
меньше 2, то показатель степени при у положителен и 
у окажется в числителе, что обращает (при приравни¬ 
вании (§ 83) его нулю) дробь в нуль, и значит в этом 
случае точка В совпадает с точкой Л, как во второй 
кубической параболе ахх=у^. Если же, наконец, т 
(че 75) больше 2, то показатель степени при у 
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отрицателен и у окажется в знаменателе и (когда 
он станет нулем) дробь обратится в бесконечность, 
и значит в этом случае точка В будет бесконечно 
удалена от точки Л, или (что то же самое) ось АВ 
будет асимптотой развертки как ^ 

в первой, кубической параболе 
аах=у^. Можно заметить, что / 
в последнем случае развертка СЬО і 

(черт. 77) половины параболы У \ 

АОМ имеет точку возврата Ц ^ 

таким образом при развертывании Черт, 77. 

части іО до бесконечности точ¬ 
ка О опишет только конечную (сіёіегтіпёе) часть 
в то время как при развертывании другой части іСу 
также продолженном до бесконечности, она опишет 
бесконечную часть ОМ, 

Точка Ь определяется так же, как и для гиперболы. 


1 


Пусть, например, аал:=^^ или у^х^; тогда 



Подставив эти значения в уравнение Лх'^ЛйЛуАг 
4- Лсісіу — Ыу Му"^ = о, найдем (^^ 86) АН{х) = 



Аналогично обстоит дело и в других 


случаях. 


14 Зак. 2051. — Лоішталь. 
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Замечание. 

88. При предположении, что т больше единицы, 
причем параболы оказываются обращенными вогну, 
тостыо к своей оси, могут иметь место различные 
случаи. Действительно, если дробь, обозначенная че¬ 
рез Шу имеет четный числитель и нечетный знамена¬ 
тель, то все параболы расположатся по обе стороны 
своей оси подобно обыкновенной параболе (черт. 73). 
Если и числитель и знаменатель — оба нечетные, то 
параболы будут опрокинуты по обе стороны своей 
оси, так что их вершина А (черт. 77) будет точкой 

3 

перегиба, как в первой кубической параболе х=у^ ^ 
или аах—у^. Наконец, если при нечетном числителе 
знаменатель четный, то параболы будут опрокинуты 
по одну сторону своей оси, так что их вершина А 
(черт. 76) будет точкой возврата, как во второй ку- 

бической параболе X или ахх=у'^. Все это 

следует из того, чго четная степень не может иметь 
отрицательного значения. Теперь очевидно, что: 

1° В точке перегиба А (черт. 77) радиус раз¬ 

вертки может быть бесконечно большим, как в слу¬ 
чае аах=у^у или бесконечно малым, как в слу¬ 
чае аах^=у^. 

2® В точке возврата А (черт. 76) радиус раз¬ 

вертки может быть или бесконечностью, как в слу¬ 
чае а^хх=у^, или нулем, как в случае ахх=у^ 

3° Из того, что радиус развертки равен беско¬ 

нечности или нулю, не следует (черт. 73), что кривая 
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при этом имеет точку перегиба или возврата. Дей¬ 
ствительно, в случае он равен бесконечности, 

в случае ах^—у^ он равен нулю, и, однако, обе эти 
параболы располагаются по обе стороны своей оси 
подобно обыкновенной параболе ^2). 

Пример IV. 

89. Пусть кривая АМО (черт. 78, 79) — гипербола 
или эллипс с осью АН (а) и параметром А/^(^). 




Черт. 78. 

По свойству этих линий будем иметь: 


аЬх ЦТ Ьхх 


а 


ау= 


с1йу = - 


аЬ(ІхЦ:2Ьхах 
2 аеГЬх + аЬхх 
— а^ЬЬ сіх^ 


4ааЬх -ь АаЬхх У ааЬх + аЬхх 
Если подставить эти значения в обніее выражение 
МС (§ 78) 


сІх'^-\-(Іу^ "У йх^ А' 

— (іх (ісіу ' 


141. 
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то для этих двух кривых окажется, что 
ааЬЬц:АаЬЬх-\~АЬЬхх-{-4ааЬхір4аЬхх 


X 


X У‘ааЬЬ^4аЬЬх-\-4ЬЬхх-{-4ааЬхц:4аЬхх = , 

так как в том и другом случае 

У'ааЬЬ ^ 4аЬЬх + 4ЬЬхх + 4ааЬх + 4аЬхх 
2а ' 


Это дает следующее построение, которое годится 
и для параболы. 

Возьмем МС равной учетверенной непрерывной 
четвертой пропорциональной к параметру АР и отсе¬ 
каемому осью перпендикуляру ЛI^; точка С будет 
тогда на развертке. 

Положив х = 0, будем иметь 83) АВ==-^д. 
И если мы положим в эллипсе х = -^а, то найдем 

ОО (черт. 79) = — ^— , т. е. равным половине пара¬ 
метра малой оси. Отсюда видно, что для эллипса 
развертка ВСО заканчивается в точке О на малой 
оси ООу в которой она образует точку возврата, 
в то время как для параболы и гиперболы развертка 
простирается до бесконечности 

Если в эллипсе а = 6, то уИС = уа, откуда 
следует, что все радиусы развертки равны между 
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собой и что стало быть она будет лишь точкой; 
эллипс в этом случае обращается в круг, разверткой 
которого является его центр. Это, как известію, со¬ 
ответствует истине. 


Пример V. 

90. Пусть АМО (черт. 80) — обыкновенная лога¬ 
рифмическая кривая, природа которой такова, что если 
через любую ее точку М провести перпендикулярную 
к асимптоте КР линию ЛІР и касательную МТ, 
то подкасательная РТ всег¬ 
да равна данной прямой а. 

Итак, 




откуда 


ау: 


у 

а 



диференциал чего, если полагать постоянным, дает: 

(іу (ІХ _ у (ІХ^ 

7і аа 

сіх^ + д[у2 


йсіу 

Подставляя эти значения в 


— (ІСІу 
— аа —уу 


найдем {§ 77): 


Следовательно, 

ЕС или Р/С= 

а 

Это дает следующее построение. 
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Отложим РД^, равное Т^, в сторону точки Г, 
потому что оно отрицательно, и проведем КС парал¬ 
лельно РМ. Я утверждаю, что КС пересечет перпенди¬ 
куляр МС в искомой точке С. Действительно, 

Если угодно, чтобы точка М была точкой наиболь¬ 
шей кривизны, то надо воспользоваться формулой: 

сіх"^ сііЫу 4- сіу"^ МЛу — ЪЛу МуУ- = О, 

которая была найдена 86) во втором примере. 

Подставляя в нее вместо Лу^ Му^ (ісісіу их значе- 
усіх усіх^ усіх^ ,, 

РМ(у) = а^ -І-. 

Ясно, что если принять (Іх за постоянную, то 
ординаты у будут относиться м^жду собой, как их 

диференциалы сіу или откуда следует, что они 

образуют геометрическую прогрессию. Действительно, 
если представить себе, что асимптота, или ось РК 
разделена на бесконечное число равных малых частей, 
Рр или Л1/?, р/ или /л5, /ё или пИ и т. д., заклю¬ 
ченных между ординатами РМ, рт, /Пу^о\\ т. д., 
то получится: 

РАІ . рт :; Рт гЗп :: 

:: РМ ' 1" Рт или рт . рт -|- 5п или /я. 
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Так же доказывается, что 

рт .//і: : 

и т. д. Стало быть ординаты РМ, рт, /а, и т. д 
образуют геометрическую прогрессию. 


Пример VI. 


91. Пусть кривая АЛ10 (черт. 81) — логарифмиче¬ 
ская спираль, природа которой такова, что если какую- 
либо ее точку М соединить прямой МА с фиксиро¬ 
ванной точкой Л, ее центром, 
и провести касательную МТ, 
то угол АМТ всюду остается 
неизменным. 

При постоянном угле АМТ 
или АтМ отношение тЖЛу) 
к РМ {сіх) будет тоже по¬ 
стоянным. Поэтому диферен- 

циал ^ должен быть нулем, 

что дает (если сіх предполо¬ 
жить постоянным) сісіу = 0. 

Если на основании этого в общем выражении МЕ 
для случая, когда все ординаты выходят из одной 
точки, т. е. в 

у сіх^ 4“ У 

сіх'^ -у ^У^У ^^У ' 
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отбросить член уЛЛу, то получится: 

МЕ—у, 

т. с. 

МЕ^^АМ. 

Это дает следующее построение. 

Проведем АС перпендикулярно АМ до пересече¬ 
ния в С с прямой уИС, перпендикулярной к кривой; 
точка С будет тогда на развертке АСО. 

Углы АМТ и АСМ равны, потому что каждый 
из них при сложении с одним и тем же углом АМС 
дает прямой угол. Значит развертка АСО является 
такой же логарифмической спиралью, как и дан¬ 
ная Л/ИО, и отличается от нее только расположением. 

Предположим, что дана точка С на развертке Л СО, 
и требуется определить в этой точке длину радиуса 
развертки С/И, который (^' 75) равняется части ЛС, 
совершающей бесконечное число оборотов, прежде 
чем попасть в точку Л. Ясно, что для этого достаточно 
провести АМ перпендикулярно к ЛС. Таким обра¬ 
зом, если провести АТ перпендикулярно к Л/И, то 
касательная МТ будет тоже равняться АМ — отрезку 
данной логарифмической спирали АМО, 

Если представить себе бесконечное число орди¬ 
нат Л/И, Ат, Ап, Ао и т. д., образующих между 
собой бесконечно малые и равные углы, то ясно, 
что треугольники МАт, тАп, пАо и т. д. будут 
подобны, потому что углы при Л равны и по свой¬ 
ству логарифмической спирали углы при /л, п, о, 
и т. д. тоже равны. Следовательно, АМ, Ат: \ Ат. Ап 
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и Ат .Ап\\Ап,Ао и т. д. Отсюда видно, что 
когда углы между ординатами ЛЛ7,' Ат, Ап, Ао 
н т. д. равны, то эги ординаты образуют геометри¬ 
ческую прогрессию 


Пример VII, 

92. Пусть кривая АМО (черт. 82)—одна из бес¬ 
конечного множества спиралей, которые можно 
построить в секторе ВАО н которые обладают тем 
свойством, что если провести произвольный радиус 
АМР и обозначить всю дугу ВРО через д, ее 
часть ВР через 2 :, радиус А В или АР через а и 
его часть АМ через у, то получится пропорция: 

О ,х\\а •У » 

Уравнение спирали АМО есть 

диференцнал чего дает: 

т-\ а'" аг 





1 

/ ^ 


в 





Черт. 82. 


Из* подобия секторов ЛЖ/? и АРр получается: 

ААІ іу).АР (а):: МР {(іх ) . Рр (сіг) = — . 

При подстановке этого значения вместо сіг в только 
что найденное уравнение получится: 
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диферснциал чего [(іх предполагается постоянным ) есть 


^ сіу^ + ту^'^ Му — 0 . 

При деленип на отсюда получается: 

— у Му^тйу'^^ 


и, следовательно, 



(Іх^-\-гп-\' \сіу^ ’ 


у (іх-у 


что дает следующее построение. 

Проведем через центр А перпендикулярно к АМ 
прямую ГЛ^, которая пересечет касательную МТ в Т 
и перпендикуляр в и пусть 


ГА \-т-\-^А^.Т^::МА. МЕ^). 


Я утверждаю, что если провести ЕС параллельно Т^, 
то она пересечет М^ в точке С, принадлежащей 
развертке. 

Действительно, из параллельности МКО и ТА^ 
вытекает, что 


МН (ах) - 1 - ма [ах+%):: 

•. -.ТА-^- т-\-\ . 7’^ :: 


; ■.АМ(у).МЕ = 


у ах‘^+у у.. 

(ІХ'^ -1- Ш + 1 (Іу^ 
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Пример VIII. 

93. Пусть АМО (черт. 83), — обыкновенная полу¬ 
циклоида, основание которой ВО равно полуокруж¬ 
ности образующего круга ВЕА. 

Обозначив АР через х, РМ через Уу дугу АЕ 
через и и диаметр АВ через 2а, мы будем 
по свойству круга иметь, что 

РЕ = У 2ах — хл:, 

а по свойству циклоиды, что 

у = іі-УѴ 2ах — л:.ѵ. 

Диференциал последнего 
дает: 

а (іх X сіх 


сіу сіи • 


7а(іх—х(іх 


У 2ах — XX 


У2ах 


-XX 


Ш^(ІХ 


V 


2а^х 



Черт, 83, 


а сіх 


если подставить вместо сіи его значение . 

У 2ах — XX 

Если полагать сіх постоянным, то 

— а(іх2 


сісіу — 


хУ2ах — XX 


Подставляя эти значения в 

— (іх (Шу 

получим 75): 

МС — 2У Ааа — 2ах, 

т. е. 2ВЕ или 2МО ^). 
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Если положить л* = 0, то для радиуса развертки 
в вершине А мы получим АМ — 4а. Если же положить 
X — 2а, то окажется, что радиус развертки в точке 
О оказывается ничем или нулем, откуда видно, что 
развертка начинается в точке Д а кончается в Л/, 
так что ВЫ=ВА. 

Чтобы выяснить природу этой развертки, доста¬ 
точно дополнить прямоугольник В5^ описать полу¬ 
круг 013 с диаметром 05 и провести ОІ парал¬ 
лельно МС или ВЕ, После этого ясно, что угол ВО! 
равен углу ПВО и значит дуги О! и ВЕ равны между 
собой, откуда следует, что их хорды ОІ и ВЕ или ОС 
тоже равны. Значит, если провести /С, то ІС будет 
равной и параллельной ОО, которая согласно спо¬ 
собу получения циклоиды равняется дуге ВЕ или ОІ. 
Следовательно, развертка ОСЫ есть полуциклоида, 
имеющая основанием прямую Л/5, равную 018 — 
полуокружности ее образующего круга, т. е. это — 
та же полуциклоида АМОВ, только перевернутая. 

Следствие. 

94. Ясно 75), что отрезок циклоиды ОС вдвое 
больше ее касательной СО или соответствующей 
хорды О/, а полуциклоида ОСЫ вдвое больше 
диаметра своего образующего круга ВЫ или 03. 

Другое решение. 

95. Длину радиуса МС можно найти также без 
всяких выкладок, именно следующим образом. 
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Представив себе другой перпендикуляр шС, бес¬ 
конечно близкий к первому, другую параллельную те^ 
другую хорду Ве и описав из центров С \\ В малые 
дуги ОН и ЕР, образуем прямоугольные треуголь- 
.ники ОНе и ЕРе, которые будут конгруэнтны. Дей¬ 
ствительно, 0§ — Ее, потому что ВО или МЕ рав¬ 
няется дуге АЕі а также В^ или равняется дуге Ае\ 
кроме того или — МО = Ре или Ве — ВЕ\ 
и значит ОН будет равняться ЕР. А так как перпен¬ 
дикуляры /ИС и тС параллельны хордам ЕВ и еВ, 
то угол МСт будет равняться углу ЕВе. Значит из 
того, что дуги ОН и ЕР, измеряющие эти углы, равны, 
следует, что и радиусы СО и ВЕ тоже равны; следо¬ 
вательно, МС надо взять вдвое больше МО или ВЕ. 

Лемма, 

96, Если имеется некоторое конечное или бесконечное 
множество величин а, Ь, с, сі, е и т. д., которые пред- 
ставляют собою линии или поверхности или тела, то 
сумма всех их разностей а — Ь-(-Ь — с + с — с1|(і — е 
и т. д. равняется наибольшей из них а минус наимень¬ 
шая из них е или просто наибольшей из них, когда 
наименьшая равна нулю. 

Это очевидно 

Следствие I, 

97. Из ПОДОБИЯ секторов СМт и СОН ясно, что 
Мт — вдвое больше ОН или равной ей ЕР\ а так 
как это имеет место, где бы ни предполагать точку М, 
то сумма всех малых дуг Мт, т. е. часть Ат полу¬ 
циклоиды АМО) вдвое больше суммы всех малых 
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дуг ЕР. А так как малую прямую еРу перпендику¬ 
лярную к Ае, можно рассматривать как малую дугу, 
описанную из центра Л, то малая дуга ЕРу состав¬ 
ляющая часть хорды АЕу перпендикулярной к ВЕу 
есть разность хорд АЕ м Аву и, следовательно, сумма 
всех малых дуг ЕР в дуге АЪЕ будет равна сумме 
разностей всех хорд АЕ, Ае и т. д. в той же дуге, 
т. е. согласно лемме она будет равна хорде АЕ. По¬ 
этому очевидно, что часть АА1 полуциклоиды АМО 
вдвое больше соответствующей хорды АЕ. 

Следствие II. 

98. Пространство МО^т 2), или трапеция 
АІОНт =у Л1т + ~ОМ X ЛЮ = ~ЕРХ ВЕ, 

т. е. оно равняется утроенному треугольнику ЕВР или 
ЕВе. Отсюда следует, что пространство МОВАу 
сумма всех этих трапеций, втрое больше части 
круга ВЕЕА — суммы всех этих треугольников. 

Следствие III. 

99. Обозначив ВР через 2, дугу А2Е или ЕМ или 
ВО через и и радиус КА через а, получим, что 
параллелограм МОВЕ = иг. Но площадь циклоиды 

МОВА — ЪВЕ2А = ЪЕКВ следователь¬ 

но, пространство АМЕВу заключенное между частью 
циклоиды АМу параллелью МЕ, хордой ВЕ и диа- 

метромбудет равно З^А'Д-)- -^аи — иг. Отсюда 



ЛіІЛЛИЗ ПЕСІКОІІЕЧИО МАЛЫХ 


223 


3 

следует, что если взять ВР (г)= то простран¬ 
ство АМЕБ будет втрое больше соответствующего 
треугольника ЕКВ^ и, следовательно, его квадратура 
не зависит от квадратуры круга. Это впервые отме¬ 
тил г. Гюйгенс. Вот еще другого рода пространство, 
обладающее тем же свойством. 

Если от пространства АМЕВ отнять сегмент 
ВЕЕА^ то остается пространство АЕЕМ = 2ЕКВ 

— игу откуда видно, что когда точка Р попа¬ 
дает в центр Ку то пространство АЕЕМ равняется 
квадрату радиуса. Очевидно из всех пространств 
АМЕВ и АЕЕАІ только эти два найденных простран¬ 
ства обладают квадратурой, не зависимой от квадра¬ 
туры круга 

Пример IX. 


100. Пусть полуэпициклоида ^оі) АМО (черт. 84) 
получена качением полукруга АЕВ по другому непо¬ 
движному кругу ВОО\ требуется 
определить на данном по поло¬ 
жению перпендикуляре МО точку 
его прикосновения к развертке. 

Чтобы воспользоваться общими 
формулами, надо было бы взять 
в качестве ординат кривой АМО 
прямые линии, перпендикулярные 
к оси ОАу и затем найти урав¬ 
нение, выражающее связь абсцисс с ординатами или 
их диференциалов. Но так как подобное вычисление 
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было бы очень трудным, то в таких случаях лучше 
пытаться найти решение, исходя из самого способа 
образования кривой. 

Когда полукруг ЛЕВ приходит в положение ЛІ08, 
при котором он касается в О основания ВО^ и обра¬ 
зующая точка А попадает в точку М полуэпицн- 
клоиды АМО, то ясно, что; 

1° Дуга ОЛ1 равна дуге ОО; а также дуга ОВ 
подвижного круга равна дуге ОВ неподвижного. 

2° МО (§ 43) перпендикулярна к кривой, так 
как если рассматривать полуокружность МО В или 
АЕВ и основание ВОО как совокупности бесконеч¬ 
ного числа соответственно равных малых прямых, то 
очевидно,* что полуэпициклоида АМО будет сово¬ 
купностью бесконечного числа малых дуг, имеющих 
центрами последовательно все точки касания О 
и описанных одной и той же точкой М или А, 

3° Если описать из центра О неподвижного круга 
концентрическую дугу МЕ, то дуги МО и ЕВ по¬ 
движного круга будут равны между собой так же, 
как и их хорды МО и ЕВ и углы ООМ и ОВЕ, 
Действительно, прямые ОК и ОКу соединяющие 
центры обоих этих кругов, равны, так как они 
проходят через точки касания В \\ 0\ поэтому, 
проведя радиусы ОуИ, ОЕ, КЕу мы образуем 
конгруэнтные треугольники ОКМ и ОКЕ. Н так 
как угол ОКМ равен углу ОКЕу то измеряющие 
эти углы дуги МО и ВЕ одинаковых полукругов 
МОВ и ВЕА будут равны так же, как и их 
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^орды МО и ЕВ, откуда следует, что и углы ООМ 
и ОБЕ тоже будут равны. 

Представим себе теперь другой перпендикуляр 
піС (черт. 85), бесконечно близкий к первому, дру¬ 
гую концентрическую дугу те и другую хорду Ве\ 
пусть из центров С и В описаны малые дуги ОН 
и ЕЕ- Прямоугольные треугольники ОН^ и ЕРе кон¬ 
груэнтны, потому что 0^ или — ОО = Ее или дуге 
Ве — дуга ВЕ, а 

— МО = Ре или Ве — ВЕ. Зна¬ 
чит, малая дуга ОН будет равна 
малой дуге ЕР, откуда следует, что 
угол ООН относится к углу ЕВР, 
как ВЕ к СО. Таким образом 
вся трудность сводится к отыска¬ 
нию отношения этих углов. Это і 
делается следующим образом. 

Если провести радиусы ОО, 

0§, КЕ, Кс и обозначить ОО 
или ОВ через Ь, КЕ или КВ или КА через а, то 
ясно, что угол ЕВе = ОВе — 0ВЕ~0^т — 

— ООЖ = (если провести Оі \\ ОѴ параллельно 
Сгп и Оё)ІОМ — ООѴ=ОСН~ООё. 

Стало быть 

угол ССН = ООё^ЕВР. 

При равенстве дуг 0^ и Ее мы будем иметь: 
ООё-ЕКе или 2ЕВР::КЕ{а).00{Ь); 
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следовательно, 

угол ООё==Ц-ЕВР 

И 

ОСН = Щ-^ЕВР. 

О 

Значит, 

ОСН.ЕВР или ВЕ.СО\:— І - ^’ . 1, 

И, следовательно, неизвестная 

~ о - ВЕ или МО. 

2аО 

Это дает следующее построение. 

Если взять (черт. 86) 

ОЛ (2а -1- д). ОВ (д):: МО. ОС, 

то точка С будет на развертке. 
Ясно, что: 1° Эта развертка на¬ 
чинается в точке О и касается 
в ней основания ВОО, потому что в этой точке 
дуга ОМ становится бесконечно малой. 2° Она кон¬ 
чается в точке М, так что 

ОЛ.ОВ::АВ.ВМ:: 

‘.'.ОЛ — АВ или ОВ . ОВ — ВМ или ОN, 

т. е. ОА, ОВ и ОИ образуют непрерывную пропор¬ 
цию. 3° Если теперь описать из центра О круг N30, 
то я утверждаю, что развертка ОСМ образуется ка¬ 
чением подвижного круга СС8 с диаметром 08 или 
ВЫ по неподвижному кругу N80, б- будет 
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ііолуэпициклоидой, подобной данной или того же 
рода (потому что диаметры ЛН и ВЫ подвижных 
кругов относятся между собой, как радиусы ОВ и 
ОЫ неподвижных кругов), но опрокинутой так, что 
ее вершина придется в Для доказательства пред¬ 
положим, что диаметры подвижных кругов находятся 
на произвольной прямой 07', проведенной из центра О; 
она пройдет через точки касания 5 и О; и, если 
АВ или ТО ,ВЫ или 08 : : МО. ОС, точка С будет 
на развертке и кроме того на окружности круга 0С8, 
потому что при прямом угле ОМТ угол 0С8 тоже 
будет прямым. А из равенства углов МОТ и С08 
следует, что дуга ТМ или ОВ относится к дуге С5, 
как диаметр (37' к диаметру 08 :: 00.08 :: 0В.Ы8, 
и, следовательно, дуги С8 и 8Ы равны. Значит, и т. д. 

Следствие /. 

101. Ясно (^‘ 75), что отрезок эпициклоиды 73С ра¬ 
вен прямой СМ\ следовательно, ОС относится к его 
касательной СО АВ-\ВЫ .ВЫ 05 + 0УѴ.0Л/, 
1 . е. как сумма диаметров обоих образующих кру¬ 
гов, или подвижного и неподвижного круга, к ра¬ 
диусу неподвижного круга. Эту же истину можно 
еще открыть следующим способом: из подобия тре¬ 
угольников СМт и СОН (черт. 85) будем иметь: 

Мт. ОН или ЕР :: МС.ОС : : 

;: ОЛ + ОВ (2а + 2Ь). ОВ 0). 
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Отсюда следует (как в 97), что часть эпициклоиды 
АМ относится к соответствующей хорде АЕ, как 
сумма диаметров образующего круга и основания 
относится к радиусу основания ^^ 2 ), 

Следствие //. 

102. Трапеция МОНіп — ^ ОНМтУ^ МО 
(черт. 85). Далее, 

са{^ьМо).см{Ц^ма) г. ан.мт = Щ^он. 

А так как ОН==ЕР и МО = ЕВ, то 

МаНт = ЕЕ X ЕВ, 

т. е. трапеция МО Нт всегда относится к соответ¬ 
ствующему треугольнику ЕВЕ’.2а -\-ЪЬ .Ь. 

Отсюда следует, что пространство Л1С75Л, заклю¬ 
ченное между перпендикулярами к эпициклоиде МО 
и АВ, дугой ВО и отрезком эпициклоиды МА, 
относится к сегменту соответствующего круга 
:2а+ 3^.6 103). 

Следствие III. 

103. Очевидно, что квадратура произвольной части 
эпициклоиды зависит от квадратуры круга; но если 
взять 0^ (черт. 87) — среднюю пропорциональную ОК 
и О А — и описать таким радиусом дугу ^ЕМ, то 
я утверждаю, что пространство АВЕАІ, заключенное 
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между диаметром АВу хордой ВЕ, дугой ЕМ и от¬ 
резком эпициклоиды А Му относится к треуголь¬ 
нику ЕКВ : : 2а-\-ЪЬ,Ь. Действительно, обозначив 
дугу АЕ или ОВ через Иу а радиус 0^ через 
будем иметь: 


ОВ ІЬ).0^ іг ) :: ОВ («). НО. или 

ЛуГГГ 

МЯ = -у. 

Следовательно, пространство НОВО 
и МОВЕ, т. е. 


4- хво- 


Но 102) площадь эпициклоиды 

V/ \ 

МОВА - X ВЕ2А — 

Черт, 87, 

- X ЕКВ + + 36 ^ ^ ап у 


Значит, если отнять от этой площади предыдущую, 
то останется 

Авт =X еагв= 

= Щ^ХЕКВ, 

так как, по построению,, гг = 2аа-\-ЪаЬ ~\-ЬЬ. От¬ 
сюда видно, что квадратура этого пространства не 
зависит о г квадратуры круга, причем этим свойством 
обладает из всех ему подобных только это пространство. 
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Вот еще другое пространство, обладающее тем же 
свойством. Если отнять от пространства АВЕМ 

сегмент ВЕ21А (^аіі-\-ЕК^у то останется про¬ 
странство 


А2:ем= 


2ааи-\‘2аЬиЬЬи —гги , 2л+ 2^ 


2л + 2Ь 


2Ь 

ХЕКВ, 


ХЕКВ^ 


если положить гг = 2аа-\-2аЬ-^ ЬЬ\ т. е. если раз¬ 
делить полуокружность пополам при помощи точки Еу 
то пространство АЕЕА] будет относиться к удвоен¬ 
ному треугольнику ЕКВ, т. е. к квадрату ра¬ 
диуса :: ОК {а УЬ), ОВ {Ь). 


Следствие IV. 

ІОі. Если подвижной круг АЕВ (черт. 88) катится 
по неподвижному кругу ВОО изнутри, то его диа¬ 
метр АВ из положительного становится отрицатель¬ 
ным, и, следовательно, надо переменить знаки при 
членах, в которые он входит в нечетной степени 
Отсюда следует, что 1° Если провести уѴ/( 7, про¬ 
извольный перпендикуляр к гипоциклоиде, и взять 

О А {Ь — 2а ). ОВ{Ь ): : МО.ОС, 

то точка С окажется 100) на развертке ОСМ, 
образованной качением круга с диаметром ВЫ по 
внутренней стороне окружности УѴ5, концентриче- 
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ской с ВО. 2° Если описать из центра О дугу МЕ^ 
то отрезок гипоциклоиды АМ будет относиться {§ 101) 
к хорде АЕ :: 2Ь — 2а.Ь. 3® Пространство МОВА 
относится 102) к сегменту ВЕ2,А :: дЬ — 2а.Ь. 
4° Если взять 

т. е. средней пропорциональной к ОК и О А, то про¬ 
странство АВЕМ, заключенное 
между частью гипоциклои¬ 
ды ЛЛІ, дугой МЕу хордой ЕВ 
и диаметром АВ^ будет отно¬ 
ситься 103) к треугольнику 
ЕКВ ::ЪЬ — 2а • Ь. Но если 
взять 

0^ или ОЕ — 

== У 2аа — 2аЬ 4- ЬЬ, 

т. е. так, чтобы дуга АЕ был 
четвертью окружности, то про- Черт. 88. 

странство АЕЕМ, заключен" 

ное между частью гипоциклоиды АМ и двумя дугами 
МЕ и АЕ^ будет относиться 103) к треугольнику 
ЕКВ^ .который в этом случае становится половиной 
квадрата радиуса ::2Ь — 2а • Ь. 

Следствие V. 

105. Если предположить, что ОВ — радиус неподвиж¬ 
ного круга (черт. 86) становится бесконечно большим, 
то дуга ВОО обратите^ в прямую линию и кри- 
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в^я АМО станет обыкновенной циклоидой. Так как 
в этом случае АВ — диаметр подвижного круга — есть 
ничто по сравнению с диаметром неподвижного, то: 

МО.ОС:\Ь,Ь. Действительно Ь±2а = Ь^ т. е. 
АЮ — ОСу и, следовательно, если взять ВЫ = АВ и 
провести прямую іѴ5 параллельно ВО^ то развертка 
ОСЫ получится качением круга с диаметром ВЫ по 
основанию Ы8, 2^ Часть циклоиды АМ (черт. 85, 88) 
относится к соответствующей хорде АЕ : : 2Ь,Ь, 
3° Пространство МОВА относится к сегменту 
ВЕ2А :: ЗЬ.Ь, 4® Из того, что В^ (черт. 87, 88), 
или ±ОСІ'і^ОВу которое я обозначу через л:, будет 
= г;: А ± ]/^ 2аа ±: ЪаЬ + ЬЬу следует (если освобо¬ 
диться от иррациональности), что 

хх±:2дх== 2аа ±: Зад] 

отбросив члены, не содержащие ду так как они 
суть ничто по сравнению с остальными, будем 

3 

иметь х = -^а. Следовательно, если взять в обыкно¬ 
венной циклоиде « 

вр=4ав 

И провести прямую РЕМ (черт. 83) параллельно осно¬ 
ванию то пространство АМЕВ будет равняться 
утроенному треугольнику ЕКВ, Действуя таким же об¬ 
разом, найдем, что если точка Р попадает в центр Ку 
то пространство АЕЕМу заключенное между частью 
циклоиды АМу прямой МЕ и дугой АЕу равняется квад¬ 
рату радиуса. Это было доказано уже раньше в § 99, 
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Замечание, 

106, Из ТОГО, что дуги ОО и ОМ (черт. 84) всегда 
равны между собой, следует, что угол ООО всегда 
относится к углу ОКМ : : ОК- ОС. Поэтому, если 
начало О циклоиды ОМА, радиусы образующих 
кругов ОО и ОК и точка касания О заданы и 
угодно определить положение точки М, описы¬ 
вающей циклоиду, то достаточно провести радиус 
КМ так, чтобы угол ОКМ относился к данному 
углу О00:\00,0К Теперь я утверждаю, что 
когда отношение этих радиусов выражается отно¬ 
шением чисел, то это всегда можно сделать гео¬ 
метрическим путем; следовательно, тогда циклоида 
ОМА будет геометрической. 

Действительно, если положить, например, что 
ОО.О/С: : 13.5, то ясно, что угол МКО должен 
содержать данный угол ООО два раза и еще ^/5 
этого угла. Значит, вся трудность сводится к делению 
угла ООО на пять равных частей. А геометрам из¬ 
вестно, что данный угол или данную дугу всегда 
можно геометрическим путем разделить на любое 
число равных частей, так как при этом всегда при¬ 
ходят к уравнению, содержащему только прямые 
линии. Значит, и т. д. 

Я утверждаю кроме того, что циклоида ОМА — 
механическая кривая, или (что то же самое) что ее 
точки М нельзя определить геометрическим путем, 
когда отношение ОО к КО не выражается отноше¬ 
нием чисел, т. е, когда оно иррационально, 
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Действительно (черт. 89) всякая как механиче¬ 
ская, так и геометрическая линия либо замыкается 
либо простирается до бесконечности, так как ее 
образование всегда можно продолжить. Значит, если 
подвижной круг АВС описывает при 
своем первом обороте посредством 
своей точки А циклоиду АОЕ^^то 
эта циклоида еще не закончена, и, 
продолжая катиться, круг опишет 
вторую циклоиду ЕРО, затем третью 
ОНІ и т. д. до тех пор, пока обра¬ 
зующая точка А после нескольких 
оборотов не вернется в свою исход¬ 
ную точку. Если затем снова начать качение подвиж¬ 
ного круга АВС, он опять опишет ту же кривую 
линию, так что все эти циклоиды вместе составляют 
только одну кривую АОЕРОИІ и т. д. Если же ра¬ 
диусы образующих кругов несоизмеримы, то их ок¬ 
ружности тоже будут несоизмеримы, и, следова¬ 
тельно, образующая точка А подвижного круга 
АВС никогда не сможет вернуться в точку А — 
неподвижного, из которой она вышла, как бы велико 
ни было число оборотов. Значит, получится бесчислен¬ 
ное множество циклоид, которые образуют, однако, 
одну кривую линию АОЕРОНІ и т. д. Если теперь 
провести через неподвижный круг бесконечную пря¬ 
мую, то ясно, что она пересечет кривую, продол¬ 
женную до бесконечности, в бесконечном числе 
точек. А так как уравнение, выражающее природу 
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геометрической линии, должно иметь число измерений 
по меньшей мере равное числу различных точек, 
в которых эта линия может пересекаться с прямой, 
то уравнение, выражающее природу этой кривой, 
будет иметь бесконечное число измерений. А так 
как это невозможно, то очевидно, что кривая должна 
быть механической или трансцендентной 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ III. 

Задача. 

107. Длил кривая ВРС (черт. 90); найти бесчисленное 
множество линий ЛМ, ВМ, ЕРО, для которых она 
является общей разверткой. 

Если кривую ВЕС развернуть, начиная с точки Л, 
то ясно, что все точки Л, 5, Р нити АВРС опишут 
при этом движении кривые ли¬ 
нии Л/И, ВЫі РО, которые все 
будут иметь общей разверткой 
данную кривую ВРС. Но надо за¬ 
метить, что начало кривой РО 
не будет в точке Р^ так как ее 
разверткой является только часть 
РС. Для нахождения этого нача¬ 
ла нужно развернуть оставшуюся 
часть ВРу начиная с точки р, чтобы описать часть 
ЕР кривой ЕРО у которая имеет начало в Е и раз¬ 
верткой которой является вся кривая ВРС. 



Черт. 90. 
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Если угодно найти точки /Ѵ, О, не пользуясь 
нитью АВРС, то достаточно взять на любой каса¬ 
тельной СМ у отличной от ВАу отрезки СМ у СіѴ, 
СОу равные АВРСу ВРСу РС. 

Следствие, 

108. Очевидно, что: 

1 ° Кривые АМу ВЫ у ЕРО очень различны по 
природе; так, например, у кривой Л/И в ее вершине Л 
радиус развертки равен Л5, в то время как у кри¬ 
вой ВЫ он равен нулю. Также из самой формы кри¬ 
вой ЕРО ясно, что она сильно отличается от 
кривых АМ и ВЫ. 

2 ^ Кривые АМ, ВЫ, ЕРО будут геометриче¬ 
скими, только когда данная ВРС — геометрическая 
и вдобавок спрямляемая. Действительно, если она не 
геометрическая, то, взяв ВК за абсциссу, нельзя 
будет найти геометрически ординату КС, а если она 
не спрямляемая, то, проведя касательную СМ, невоз¬ 
можно будет определить геометрически точки М, Ы, О 
кривых АМ, ВЫ, ЕРО, потому что нельзя будет 
найти геометрически прямолинейные отрезки, равные 
кривой линии ВРС и ее частям ВР, РС 

Замечание. 

109. Если кривую линию ВАС (черт. 91), имеющую 
точку перегиба Л, развернуть, начиная с точки О, 
отличной от точки перегиба, то при раввертыпании 
части ВАО образуется часть ВЕР, а при разверты¬ 
вании части ОС — остальная часть ПО, так что РЕОО 
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будет вся кривая, полученная развертыванием ВАС. 
Очевидно, что эта кривая возвращается обратно в точ¬ 
ках О \\ Е с тою разницей, что в точке возврата О 
части ОЕ и ОО обращены одна к другой выпуклостью, 
в то время как в точке Е части ОЕ и ЕЕ вогнуты 
с одной и той же стороны. В предыдущей главе по¬ 
казывалось, как находить точки возврата, подобные О] 
теперь спрашивается, как определять точки Е^ кото¬ 
рые можно назвать точ¬ 
ками возврата второго 
рода и которые никем 
из известных мне лиц 
еще не рассматривались. 

Чтобы достигнуть це¬ 
ли, проведем к части ОЕ 
два произвольных перпен¬ 
дикуляра МЫ и тп, 
ограниченных разверткой 
в точках N и я, в которых восставим вторые пер¬ 
пендикуляры ЫИ и пН к первым ЫМ и пт. При 
этом образуются два малых сектора МЫт и ЫНп; 
они подобны, потому что углы МЫт и ЫНп равны 
Значит, мы будем иметь: 

Ып.Мт::ЫИ.ЫМ. 

Но в точке перегиба А радиус ЫН становится (§ 81) 
бесконечностью или нулем, а радиус МЫу который 
обращается в АЕ^ остается конечной величины. Сле¬ 
довательно, в точке возврата второго иода Е отно- 
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шение ЫПу диференциала радиуса развертки ЖУѴ, 
к Мпіу дифереііциалу кривой, должно стать или 
бесконечно большим или бесконечно малым. Вслед¬ 
ствие того, что 86) 

_ ^ 

д г _— Мх сіу Му- (іх- + ^^^У Ч' ^У"^ 

“ (1х^ Му^ 

и 

Мт = 

будем иметь: 


йх- сііШу -|- </у- (Шсіу — Му^ 
(Іх і1(1у^ 


= 0 или 





Черт. 92. 



Черт. 93. 


умножив на найдем формулу: 

</а:2 аМу - [- йу^ ЛМу — ЪЛу = 0 или оо, 

которая и служит для определения точек возврата 
второго рода. 

Можно еще предположить, что возвратная кривая 
второго рода ВЕР (черт. 92, 93) или НОЕРО имеет 
разверткой такую возвратную кривую второго рода 
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ВАС^ что ее точка возврата А соответствует точке 
возврата Я, т. е. находится на радиусе развертки, 
выходящем из точки Е. При этом предположении 
ясно, что радиус развертки ЕА будет всегда наи¬ 
меньшим или следовательно, диферен- 

циал общего выражения 78) радиуса развертки 

_ 

2 

— их (і(іу 

должен быть в искомой точке Е нулем или бесконеч¬ 
ностью; это приводит к той же формуле, что и 
прежде, и таким обр'азом она является общей форму¬ 
лой для нахождения точек возврата второго рода 





ГЛАВА VI. 

ПРИМЕНЕНИЕ ДИФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 
К НАХОЖДЕНИЮ КАУСТИК ОТРАЖЕНИЯ. 

Определение. 

П редположим, что из светящейся точки в исхо¬ 
дит бесконечное множество лучей В А, ВМ, ВО 
(черт. 94, 95), которые отражаются от кривой АМО, 
причем углы отражения равны углам падения. Линия 
Ирм, которой касаются отраженные лучи или их 
продолжения АН, МР, ОМ, называется каустикой 
отражения і<»). 

Следствие /. 

ІІО. Если продолжить НА до точки 1 так, чтобы 
АІ = АВ (черт. 94), и развернуть каустику НРМ, 
начиная с точки I, то получится кривая ПК, обла¬ 
дающая тем свойством, что касательная Рі {§ 75) 
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всегда равна отрезку каустики РИ плюс прямая ///. 
Если взять два бесконечно близких к 5/И, МР 
падающих и отраженных луча 5//г, тр, продолжить 
Рт до / и описать из центров Р \\ В малые дуги 
МО и /И/?, то получатся 
прямоугольные треуголь¬ 
ники МОт и М/^т. Эти • о 

треугольники конгруэнт¬ 
ны, так как при общей ги- ^ 
потенузе Мт и равенстве 



Черт. 94, 


углов ОтМ = РтО — 

= НтМ малые сторо¬ 
ны 10^) От и /?//г будут 
тоже равны. Так как От 
есть диференциал ІМ^ а 
/?;;г — диференциал 5/И, 
и это имеет место, где бы 

ни взять точку /И, то Мі — ІА, или АН ■\- 
-\-НР — МР, сумма 96) всех диференциалов От 
на отрезке кривой Л/И, равна 
ВМ — 5Л, сумме {§96) всех 0} 

диференциалов І^т на том же 
отрезке кривой. Поэтому /-/5, 
отрезок каустики НРН, будет 
равен: 



ВМ — ВА-\-МР—АН 


Черт. 95. 


Возможны различные случаи в зависимости от 
того, будет ли падающий луч 5Л больше или меньше 


16 Зак. 2051. —Лопиталь. 
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ВМ и будет ли отраженный луч АН при переходе 
к лучу МР развертывать или обвертывать отрезок НР, 
Но так же, как и здесь, всегда можно доказать, что 
разность падающих лучей равна разности отражен¬ 
ных с прибавкой к одному из них того отрезка 
каустики, который он развертывает, прежде чем сов¬ 
пасть с другим. Например, ВМ — В А 
(черт. = МР-\- РН — АН, откуда 

РН = ВМ — ВА^АН — МР. 

Если из центра В описать дугу 
круга АР (черт. 94, 95), то очевидно, 
что РМ будет разностью падающих 
лучей ВМ и ВА. Если предположить, 
что светящаяся точка В станет бесконечно удаленной 
от кривой АМО (черт. 96), то падающие лучи ВА 
и ВМ станут параллельными и дуга АР обратится 
в прямую, перпендикулярную к этим лучам. 


В 


Черт. 96. 


Следствие //. 

III. Если фигуру ВАМО (черт. 94) повернуть в ее 
плоскости так, чтобы точка В попала в точку I и 
чтобы касательная в точке А к кривой АМО в ее 
первоначальном положении осталась касательной и в но¬ 
вом положении, и заставить кривую аМсІ катиться по 
АА10, т. е. по себе самой, так, чтобы отрезок аМ 
оставался равным отрезку АМ, то, утверждаю я, 
точка В в своем движении опишет некую рулетту 
ІЬКу разверткой которрй является каустика НРМ. 
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Действительно, из образования кривой следует, 
что: 1° Линия іМу соединяющая образующую точку ^ 
с точкой касания М, будет {§ 43) перпендикулярной 
к кривой ІІК^ 2° іа или ІА=ВА и ІМ — ВМ, 
3° Углы, образуемые прямыми Мі и ВМ с общей 
касательной в точке УИ, равны, и, значит, при про¬ 
должении ІМ до Р луч МР окажется отраженным 
лучом для падающего луча ВМ, Отсюда видно, что 
перпендикуляр ір касается каустики НРМ, а так как 
это имеет место, где бы ни взять точку і, то, сле¬ 
довательно, кривая ПК образуется развертыванием 
каустики НРМ и прямой Ні 

Отсюда следует, что отрезок/7/ или Рі — НІ= 
= ВМ “[- МР — ВА — АН. Это же самое было 
доказано другим способом в предыдущем следствии. 

Следствие ІІІ 

112. Если касательнаябесконечно приближается 
к касательной РМу то, очевидно, точка касания ЛУ, 
как и точка пересечения іѴ, совпадут с другой точ¬ 
кой касания Р. Таким образом, чтобы найти точку р, 
в которой отраженный луч МР касается каустики 
НРМ, надо только найти точку пересечения беско¬ 
нечно близких отраженных лучей МР и тР. В самом 
деле, если представить себе бесконечное множество 
бесконечно близких друг к другу падающих лучей, 
то видно, что пересечения отраженных лучей обра¬ 
зуют многоугольник с бесконечным множеством сто¬ 
рон, совокупность которых образует каустику НРМ. 


16* 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1, 

Общая задача. 

113. Даны природа кривой АМО (черъ 97), светящаяся 
точка В и падающий луч ВМ. Найти на заданном по 
положению отраженном луче МР точку Р, в которой 
он касается каустики. 

Найди, как в предыдущей главе, МС — длину 
радиуса развертки в точке М. — и взяв бесконечно 
малую дугу уИш, надо провести прямые Вт, Ст и 

Гт, описать из центров В 
и Г малые дуги А7/? и Л/0, 
провести к падающим и 
отраженным лучам перпенди¬ 
куляры СЕ, Се, СО и С§ и 
обозначить данные: ВМ че¬ 
рез у, МЕ или МО через а. 

Затем можно доказать, 
как и в следствии первом 
110), что треугольники 
МР^т и МОт конгруэнтны 
и, значит, А//? = ЖО. А из 
равенства углов падения и отражения с;іедует, что: 
СЕ = СО, Се=^С§; значит, СЕ — Се или Е^ = 
=5 СО — или 50. Итак, из подобия треугольников 
ВМР( и ВЕ^, ГМО и Г05 следует, что 

ВМ + ВЕ {2у — а).ВМ{у) :: 

:: МРІ Е^ или М0-{-08.М1^ или МО:: 

:: ЛЮ{а).Л1Р = ^^. 
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Если светящаяся точка В и точка Е оказываются 
по разные стороны точки М, или, что то же, кри¬ 
вая АМО обращена выпуклостью к светящейся 
точке і5, то у из положительного становится отри¬ 
цательным, и следовательно, 


МЕ = 


— 2у — л 


или 


ИА 

2у + а ^ 


Если предположить, что у становится бесконеч¬ 
ным, т. е. точка В (черт. 96) бесконечно удаляется 
от кривой АМО, то лучи падения будут параллельны 

между собой и МЕ = -^ а, так как а будет ничем 

по сравнению с 2у. 


Следствие /. 


114. Так как для МР (черт. 94, 95) получается 
единственное значение, в которое входит радиус раз¬ 
вертки, то кривая АМО может иметь только одну 
каустику отражения 80), ибо у нее имеется только 
одна развертка. 

Следствие //. 


115. Если АМО есть линия геометрическая (черт. 97), 
то (^ 85) очевидно, что ее развертка — тоже геометри¬ 
ческая линия, т. е. все точки С находятся геометри¬ 
чески. Следовательно, все точки р каустики могут 
быть определены геометрически, т. е. каустика НРЫ 
(черт. 94, 95) будет геометрической линией. Я утвер¬ 
ждаю сверх того, что эта каустика будет всегда 
спрямляема, ибо очевидно {§ 110), что при помощи 
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геометрической но предположению кривой ЛМО 
можно найти прямые линии, равные любым отрезкам 
этой каустики. 

Следствие III, 

116, Если кривая АМП (черт. 97) обращена выпук¬ 
лостью к светящейся точке В, то величина МР д ) 

всегда положительна, поэтому точку Р надо взять 
с той же стороны точки ІИ, с которой находится 
точка С, как и предполагалось при выкладках. 
Отсюда видно, что бесконечно близкие отражен¬ 
ные лучи расходятся. 

Но если кривая А МО обращена вогнутостью 
к светящейся точке В, то величина МР 

будет положительной, если у больше —а, отри¬ 
цательной— если меньше, и бесконечно большой 
при = Отсюда следует, что если построить 
круг с диаметром, равным половине радиуса раз¬ 
вертки МС, то бесконечно близкие отраженные лучи 
будут сходиться, если светящаяся точка В окажется 
вне этого круга, расходиться — если она окажется 
внутри него, и будут итти параллельно, если точка В 
окажется на окружности. 

Следствие IV, 

117, Если падающий луч ВМ касается кривой АМО 
в точке уИ, то уИіЕ(а) = 0 и значит А\Р=0, Так 
как в этом случае отраженный луч совпадает по на- 
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правлению с падающим и природа каустики состоит 
в том, что она касается всех отраженных лучей, то, 
следовательно, она касается и падающего луча ВМ 
в точке М, т. е. каустика и данная кривая будут 
иметь в своей общей точке М общую касательную. 

Если радиус развертки Л/С равен нулю, то снова 
Л1Я(а) = 0, и значит МВ=0. Отсюда видно, что 
данная кривая и каустика образуют в своей общей 
точке М угол, равный углу падения. 

Если радиус развертки СМ бесконечно велик, то 
малая дуга Мт обращается в прямую 
линию и Л'ІВ=ціу, так как при 5 

МЕ (а), бесконечно большом, у будет ^^ 
ничем по сравнению с а. А так как Дч. 
это величина отрицательная, если точка 
В и точка С находятся по одну сто- 
рону от линии АМО, и положительная, \ 

если они находятся по разные ее сто- Черт. 98. 
роны, то, следовательно, когда линия 
АМО —прямая, бесконечно близкие отраженные лучи 
будут расходиться. 

Следствие V, 

118. Очевидно, что если даны любые две из трех 
точек Ву С, Ру то легко найти третью. 

1° Пусть кривая АМО (черт. 98) —парабола 
с фокусом в светящейся точке В. Из основ теории 
конических сечений легко видно, что все отраженные 
лучи параллельны оси, следовательно, МР будет всегда 
бесконечно велико, где бы ни взять точку М. Таким 
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образом а — 2у, откуда следует, что если взять МЕ 
равным удвоенному МВ и провести перпендикуляр ЯС, 
то он пересечется с МС, перпендикуляром к кривой 
АМОу в точке С, которая нахо¬ 
дится на развертке этой кривой. 

2° Пусть кривая АМО 
(черт. 99) — эллипс, в одном из 
фокусов которого находится све¬ 
тящаяся точка В. Очевидно, что 
все отраженные лучи МЕ пересекутся в одной 
точке Е, являющейся другим фокусом. Если обо¬ 
значить МЕ через г, то (§ 113) 

^ 2у-а ' 



откуда находится искомое 
МЕ{а)^ 

Если же кривая АМО - 


2уг 



Черт. 100. 


— гипербола, то фокус Е 
окажется по другую ее сто¬ 
рону, следовательно, МЕ (г) 
будет отрицательным, и 
'с значит: 

2уг 


МЕ(,а)== — “Щ или 

у г 


Это дает следующее построение, приложимое 
также и к эллипсу. 

Берем МЕ (черт. 99 и 100) — четвертую про¬ 
порциональную к половине большой оси 







Анализ бесконечно малых 


249 


падающему и отраженному лучам — и проводим пер¬ 
пендикуляр ЕС\ он пересечется с линией уИС, 
перпендикулярной к коническому сечению, в точке С, 
находящейся на развертке. 

Пример /. 

//Р. Пусть линия АМО (черт. 101) — парабола, 
причем падающие лучи РМ перпендикулярны к ее 
оси АР. Требуется найти на отраженных лучах МР 
точки Р их прикосновения к каустике АРК 

Очевидно, что, проведя радиус развертки МС и 
опустив перпендикуляр СО на отраженный луч МР^ 
придется 113) взять МР равным половине МО. 
Но это построение можно 
сократить, заметив, что 
если провести МП па¬ 
раллельно оси АР и пря¬ 
мую МЬ до фокуса 
то углы ЬМР и РММ 
будут равны, так как, 
по свойству параболы, 

^М^ = ^МN, а по 
предположению РМ^ = 

= ^МР. Если прибавить 
к обеим сторонам [равен¬ 
ства] один и тот же угол 
РМРу то угол ІМР будет равен углу РМП, т. е. 
будет прямым. Но доказано П8), что ІН, пер¬ 
пендикулярная к Мі^ пересекает радиус развертки МС 
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в его середине Н, Значит, если провести МРу равную 
и параллельную ІНу то она окажется одним из отра¬ 
женных лучей и коснется каустики АРК в точке Р. 
Что и требовалось найти. 

Если предположить, что отраженный луч МР 
параллелен оси ЛР, то очевидно, что точка каустики р 
будет сколь возможно более удаленной от оси ЛР, 
так как касательная в этой точке параллельна оси. 
Для того чтобы определить эту точку на всех кау¬ 
стиках вроде АРКу образованных лучами, падающими 
перпендикулярно к оси данной кривой, достаточно 
заметить, что МР должно быть тогда равно Р^. 
Это дает йу = (1х. Пусть ах=уу, тогда получается: 


откуда 


сіу = = СІХу 

2Уах 

АР{х)=^Іа-, 


т. е. если точка Р попадает в фокус А, то отраженный 
луч МР будет параллелен оси. Это впрочем ясно из 
того, что в этом случае МР совпадает с ІМ и, зна¬ 
чит, МР должна совпасть с ММ у а ІН с 
Отсюда видно, что при этом МР равна ЖІ; следова¬ 
тельно, если провести РР перпендикулярно к оси, 

3 

то АН или Аі-\- МРа. Очевидно также, что 
отрезок каустики АР равен в этом случае параметру, 
ибо он всегда ПО) равен РМ-\-МР. 

Чтобы определить К, точку пересечения каусти' 
ки АРК с осью АР, надо найти значение МО 
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и приравнять его значению МР, так как очевидно 
что, когда точка р попадает в /С, линии Мр и МО 
становятся равными между собой. 

Обозначим неизвестное МО через і; перпенди¬ 
куляр к кривой М^ делит угол РМО пополам. 
Отсюда следует, что: 

Л1РІУ).МОіі)::Р^[у^) = 

Следовательно, 


(из прямоугольного треугольника МРО)\ при деле¬ 
нии обеих сторон [равенства] на получается: 


сіх \ 

откуда 

так как {§ 77) 

Отсюда 

— 2у Му = 


(ІХ^ 4 * (іу^ 
’^ ЪІсіу ' 


что и служит для нахождения такой точки Р, для 
которой падающий из нее луч РМ даст отраженный 
луч Мру который касается каустики АРК в Ку 
точке ее пересечения с осью АР. 
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Для параболы у = х-, ау — ^ х ^ йх, 
1 --- 

^^у = — ~ д; 2 при подстановке этих значений 
в предыдущее уравнение получается: 


л: ^ + 4“ а; ^ йх^ 


'Лу?, 


откуда 


/1Р(л:) = -^ параметра. 


Чтобы определить вид каустики АРК по способу 
Декарта, надо найти уравнение, выражающее связь 
между абсциссой АП{и) и ординатой ТіР(г), Это 
делается следующим образом. 

Раз 


то 


МО (і) 


у с/х^ -{-у (іу^ 
(ІХ^ ■— сіу^ * 


РР //д[ѵ+у^/у\ _ уахсіу . 

(іх )~ Сіх^-(іу’^^ 


а из подобия треугольников МРО и МЗР полу¬ 
чаются пропорции: 


( ''-ЙУ ) 

■■■■ту).МВІу-г)) = ''4^:.. 


(ІХ(Іу 
сійу 
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Таким образом получаются два уравнения: 




служащие вместе с уравнением кривой для соста¬ 
вления нового уравнения, в которое хну уже 
не войдут и которое, следовательно, выразит связь 
между і4/?(н) и РІ^{г). 

Когда кривая АМО — парабола, как предполага¬ 
лось в этом примере, то 



или (возводя обе стороны [равенства] в квадрат) 


— 6а:а: -|- = гг 

и = За:; 


и 


отсюда получается искомое уравнение, выражающее 
природу каустики АРК, именно: 



Можно заметить, что РІ^ всегда равно удвоенному АР, 
потому что Л/?(/і) = Зх, что дает еще один способ 
определять на отраженном луче Жр искомую точку/^. 


Пример II. 


120. Пусть кривая АМО (черт. 102) — полукруг, 
имеющий диаметром линию АО и центром точку С; 
пусть лучи падения РЛі перпендикулярны к АО. 
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ка 


Развертка круга стягивается в одну точку, а имен¬ 
но— его центр; поэтому перпендикуляр, опу¬ 

щенный на отраженный луч МР из точки Н —сере¬ 
дины радиуса С/И, пересечется 113) с этим лучом 
в р —точке его прикосновения к каустике АРК. 
Очевидно, что отраженный луч уИ/^ равен половине па¬ 
дающего РМ, Из этого - следует, что: 1° при совпадении 
точки Р с С точка Р совпадает с Ку серединой СВ\ 
2° отрезок АР равен утроенному МР, а каусти- 
АРК —утроенному В К Также можно ви¬ 

деть, что если взять 
в качестве угла АСМ 
половину прямого, то 
отраженный луч МР 

будет параллелен АС, 

и, следовательно, точ¬ 
ка Р окажется над 

диаметром АО выше 
всех остальных точек каустики. 

Окружность, имеющая диаметром МН, проходит 
через точку р, так как угол НРМ — прямой. Если 
из центра С описать радиусом СК или СН, равным 
половине СМ, круг КНО, то дуга Нг будет равна 
дуге НК так как из равенства углов СМР и СМР 

или НСК следует, что дуги НР и НК, изме¬ 



ряющие эти углы в кругах МРН и КНО, относятся 
между собой, как радиусы ^ АІН и НС этих кру¬ 
гов. Отсюда видно, что каустика АРК есті, эпици- 





Анализ’^’весконечно малых 


25Г) 


клоида, образованная качением подвижного круга 
МРН по неподвижному кругу КИО, Начало ее — 
в точке К а вершина в А 


пример III, 


121. Пусть кривая АМО (черт. 103) — круг, имею¬ 
щий диаметром линию АО, а центром точку С. 
Пусть светящаяся точка А, откуда исходят все па¬ 
дающие лучи АМу есть один из концов диаметра Л О. 

Если из центра С опустить перпендикуляр СЕ 
на падающий луч АМ, то согласно свойству круга 
точка Е разделит хорду АМ 
пополам; таким образом 

АІЕ{а) = -^у. 

Следовательно, 





т. е. отраженный луч МЕ надо взять равным трети 
падающего АМ, Отсюда видно, что 

ОК=^АО, ск=^со 

(^' ПО) и что каустика 

АЕК=^АО, 

а ее отрезок Л/^ = 4-Л Ж. 

О 

Если взять АМ = АС, то отраженный луч МГ 
будет параллельным диаметру АО, н, следовательно, 
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точка р будет наивысшей точкой каустики над 
этим диаметром. 

Если взять СН — ^СМ и провести /7/^ перпен¬ 
дикулярно к Мру точка Р окажется на каустике, ибо 
очевидно, что раз Ні перпендикулярна к АМ 
и МН = ^СМ, то 

МІ = ^МЕ = ^АМ. 

Значит, круг, имеющий диаметром уИ//, пройдет через 
точку Р каустики, и если из центра С описать ра¬ 
диусом С К или СН другой круг КИО у то эти круги 
будут между собою равны и дуга НК будет равна 
дуге НР. Действительно, в равнобедренном треугольни¬ 
ке СМ А внешний угол КСИ —2СМА — АМР\ сле¬ 
довательно, дуги НК и НРу измеряющие эти углы 
в одинаковых кругах, будут между собою равны. 
Каустика АР К —опять эпициклоида с началом в точ¬ 
ке /С и с вершиной в А у образованная качением 
подвижного круга МРИ по неподвижному КНО. 

Это можно доказать еще и другим способом. Эпици¬ 
клоида, образованная качением круга, равного кругу 
АМОу по нему самому, начиная с точки Л, будет иметь 
разверткой, как это доказано в следствии II {§ II І)у кау¬ 
стику АРК Эта развертка (§ 100) — такая же эпици¬ 
клоида, и значит, диаметры обоих образующих кругов 
одинаковы. Точка К определится, если взять СК 
третьей пропорциональной к СО ОА и СО. 
т. е. равной Следовательно, и т. д. 
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Пример IV. 

122. Пусть кривая АМО (черт. 104) есть обыкно¬ 
венная полуциклоида, образованная качением полу¬ 
круга ПОМ по прямой ВО и имеющая вер/пину 
в точке /1, а начало — в О. Пусть лучи падения КМ 
параллельны оси АВ. 

Из того, что МО {§ 95) равна половине радиуса 
развертки, следует, что если провести ОГ перпен¬ 
дикулярно к отраженному лучу МВ, то точка В 
окажется на каустике ОВВ. 

Отсюда видно, что МВ надо 
взять равным КМ, 

Если из //, центра образую¬ 
щего круга ЖОіѴ, провести в 
образующую точку Жив точку 
касания О радиусы НМ и НО, Черт. 104. 
то ясно, что НО будет перпен¬ 
дикулярен к ВО и угол ОА\Н — МОН — ОМК\ 
отсюда видно, что отраженный луч МВ проходит 
через центр Н, Круг, имеющий диаметром ОН, так¬ 
же проходит через точку В^ ибо угол ОВН прямой. 

Значит дуги ОП и ~ ОВ, измеряющие один и тот 

же угол ОЯіѴ, будут относиться между собой, как МП 
и ОН — диаметры их кругов; гледовательно, дуга 
ОВ= ОП — ОВ. Итак, очевидно, что каустика ОВВ 
есть циклоида, образованная полным обращением 
круга йВН, катящегося по прямой ВО 
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пример V. 

123. Пусть снова кривая АМО (черт. 105) есть 
обыкновенная полуциклоида, основание которой ВО 
равно полуокружности АЫВ образующего круга. 
И пусть теперь падающие лучи РМ параллельны 
основанию ВО. 

Если провести перпендикулярно к Р/И, пря¬ 
моугольные треугольники ^^М 
и ВРП будут конгруэнтны, 
следовательно, 

мд = РМ 

Отсюда видно, что 95, 113) 
МР надо взять равным РУѴ, 
ординате, соответствующей ему 
в образующем полукруге АЫВ. 

Чтобы точка Р была воз¬ 
можно более удаленной от оси 
АВу надо, чтобы МР —каса¬ 
тельная в ней — была парал¬ 
лельна этой оси. Значит, угол РМР будет пря¬ 
мым, а его половина РАЮ или РЫВ — половиной 
прямого, и, следовательно, точка Р попадет в центр 
круга АЫВ. 

Следует отмстить, что, при непрерывном прибли¬ 
жении точки Р к концу Ву точка Р тоже прибли¬ 
жается к оси АВ до некоторой точки К, а затем 
она от нее удаляется до Таким образом каусти¬ 
ка АРКРО имеет точку возврата в К- 
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Дли опрелеления ее я замечу (,\Ѵ ПО, ///)> 
отрезок Л/^== РМ -|- МР, отрезок ЛРК — //А 4' 
а отрезок КР части КРО ест?» Пі і К — РМ — МІ ^ . 

Отсюда ВИДІЮ, что іІІ-\-іК должно быть наиболь¬ 
шим. Поэтому, обозначая АН через х, Р11 через у, 
дугу АІ через получим: 

Н1-^1К=п-\-^у. 

Дифереііциал этого дает: 

(Іи -|- 2 = О, 

или, подставляя вместо ііп его значение —, 

^Ч2^У = 0 . 

Отсюда, а также на основании свойств круга, полу¬ 
чается: 

асік — — 2у (іу = 2л' (іх — 2а (1х\ 

следовательно, 

Л//(х) = |а "■). 

Следствие. 

124. Пространство АРМ или АРКРМ, заключен¬ 
ное между отрезками кривых АР или АРКР и АМ 
и отраженным лучом МР, равно половине части 
круга ЛРЛД Это следует из того, что сектор РМО, 
диференциал пространства АРМ, равен половине 
прямоугольника Рр5Н — диферснциала пространства 
АРЫ, так как прямоугольные треугольники МОт и 
МРт конгруэнтны и МО — МР или УѴ5 или Р/?, 
а МР^РЫ 

17 :«: 
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Пример VI. 

125. Пусть АМО (черт. 106) — пол^^эпицнклоида 
с началом в точке А и вершиной в Д образованная 
качением круга МОМ по одинаковому с ним кру¬ 
гу АОК. Пусть все падающие лучи АМ исходят из 
точки А. Линия ВН, соединяющая центры обоих 
образующих кругов, всегда проходит через точку их 
прикосновения О, и дуги ОМ и ОЛ, так же как и 
их хорды, всегда равны между собой; точно так же 

угол ПОМ = ВО А, а угол 
ОЛЫ = ОАМ. Далее, 
угол НОМ 4“ ВО А = 
= ОМА 4- ОАМ, так как, 
прибавив с каждой сто¬ 
роны угол АОА1, мы по¬ 
лучим два прямых. По¬ 
этому угол ИОА1 будет 
всегда равен углу ОМА, 
а следовательно, и углу отражения ОМВ; откуда сле¬ 
дует, что МВ всегда проходит через Н —центр по¬ 
движного круга. 

Если теперь опустить перпендикуляры СЕ и ОО 
на падающий луч АМ, то, очевидно, 

МО = ОА и ОЕ = ^ОМ; 
и, так как {§ 100) точка С находится на развертке 
ОС = уОЖ. 
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Итак, 

ме=\ам, 

т. е. 



и, следовательно, 



отсюда видно, что если провести 0/^ перпендикулярно 
к МРу то точка Р будет на каустике АРК- 

Круг, имеющий диаметром 0/7, проходит через 

точку р\ и так как дуги ОМ и ^ОРу измеряющие 

один и тот же угол 0/7/И, относятся между 
как МЫ и 07/, диаметры их кругов, то дуга ОР 
равна дуге ОМ и, следовательно, дуге ОЛ. Отсюда 
видно, что каустика АРК есть эпициклоида, образо¬ 
ванная качением подвижного круга ИРО по непо¬ 
движному Л 0/С 

Следствие, 

126. Опишем из центра В круг радиусом, равным ВН 
или АКу и пусть на окружность падает бесконечное 
множество прямых, параллельных ВО. Легко видеть 

І20)у что при отражении они образуют ту же 
каустику АРК* 

Пример VII. 

127. Пусть кривая АМО (черт. 107)—логарифми¬ 
ческая спираль, и все лучи падения исходят из 
центра А. 
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Если через конец радиуса развертки С провести 
прямую СЛ, перпендикулярную к лучу падения ЛУЦ, 
то она пересечет его 91) в центре Л. Поэтому 

АМ{уі) = а, 

И, следовательно, 

\2у — а/ ■>' 


К2у- 

Таким образом тре¬ 
угольник ЛЛІР— ра¬ 
внобедренный, и так 
как угол падения 
АМТ равен углу отражения ГМ5, то угол АТАІ 
равен углу АМТ. 

Отсюда ясно, что каустика АРК будет лога¬ 
рифмической спиралью, которая отличается от данной 
спирали АМО только расположением ію). 



ПРЕДЛОЖЕНИЕ и. 
Задача. 


128. Длил каустика отражения НР (черт. 108), со све¬ 
тящейся точкой В. Найти бесконечное множество кри¬ 
вых, таких, как АМ, для которых она является каустикой 
отражения. 

Возьмем на любой касательной НА произвольную 
точку Л в качестве одной из точек искомой кри¬ 
вой АМ и опишем из центра Б радиусом БА дугу 
круга АР и каким-нибудь другим радиусом ВМ — 
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дугу другого круга. Ъозъши АННЕ — ВМ — ВА 
или РМ и развернем каустику /7/^, начиная с точ¬ 
ки Е. При этом движении образуется кривая ЕМ^ 
которая пересечется с ду¬ 
гой круга, описанной ради¬ 
усом ВМу в точке М, при¬ 
надлежащей //0) кривой 
АМі так как по построению 
РМ-\-Л1Е = АІІ НЕ, 

Или же, привязав концы 
ниги ВМЕ в точках В и Е, 
натянем ее при помощи иглы, 
помещенной в Л7, а затем нач¬ 
нем перемещать иглу таким образом, чтобы кусок 
нити МЕ свертывал каустику НЕ. Очевидно, что при 
этом движении игла опишет искомую кривую МА. 



Черт. 108. 


Другое решение. ' 

129. Проведя произвольную касательную ЕМ^ отлич¬ 
ную от ИА, надо найти на ней точку Ж, для которой 

ВМ + МЕ = В А -1- АН -1- НЕ. 


Это делается следующим образом. 

Взяв ЕК=ВА-{- ЛЕІ~уНЕ и точку О в сере¬ 
дине ВКі проведем перпендикуляр ОМ; он пересечет 
касательную ЕМ в искомой точке Л7, гак как 

ВМ = МК 
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Если точка В (черт. 109) бесконечно удалена от 
кривой Л/И, т. е. падающие лучи ВА и ВМ парал¬ 
лельны некоторой заданной по положению прямой, то 
первое построение все же имеет место, причем дуги 
кругов, описанные из центра В, становятся прямыми 
линиями, перпендикулярными к падающим лучам. Но 
второе построение окажется бесполезным; поэтому 
его надо заменить нижеприведенным. 

Берем РК = АН НР и находим такую точку /И, 

для которой МР, параллельная АВ, перпендикуляру 
к ЛЯ, равна МК- Эта точка, 
очевидно НО), окажется на 
искомой кривой ААІ, так как 

РМ-{-Л4Р=АН-^гНР. 

Находится точка /И следующим 
образом. 

На АР опускают перпен¬ 
дикуляр КО, и, взяв КО = КО, 
проводят КР параллельно ОО 
и РМ параллельно 0/<. Я утверждаю, что М будет 
искомой точкой. Действительно, из подобных тре- 
уіюльников ОКО и РМК следует, что 

Я/И = ЖАГ, 

так как 

ОК= КО. 

Если каустика НР стягивается в точку, кри¬ 
вая АМ становится коническим сечением » 2 о^ 
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Следствие /. 

130. Очевидно, что кривая, проходящая через все 
точки /С, образуется развертыванием кривой ІіР, 
начиная с точки Л, и природа ее меняется при пере¬ 
мене места точки А на касательной АН. Поэтому 
раз все кривые АМ получаются из этих кривых оди¬ 
наковым, и притом геометрическим, построением, 
то 108) они будут различной природы и геометри¬ 
ческими будут только тогда, когда является геометри¬ 
ческой и спрямляемой каустика ИР. 

Следствие И. 

131. Даны кривая ВЫ (черт. ПО) и светящаяся 
точка С. Найти бесконечное множество таких 



линий АМі чтобы отраженные лучи ОА, отра¬ 
зившись от них вторично, сошлись в данной точке В. 

Если представить, что кривая НР —каустика 
данной кривой ОМ, образованная светящейся точ¬ 
кой С, то, очевидно, эта же линия НР должна быть 
каустикой кривой АМ при данной светящейся точке В. 
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^ Таким образом 

РК=ВА-\-АИ-\-ИР 

ЫК=ВА-\- АИ + ИР -!- РЫ = 

= + + СМ 

так как (§ 110) 

НО -]- ОС = НР + РЫ - г л^с. 

Это дает следующее построение. 

Выбрав^ в качестве одной из точек искомой кри¬ 
вой АМу на каком-либо отраженном луче произ¬ 
вольную точку і4, возьмем на каком-либо другом 
отраженном луче ИМ часть 

НК = В А + АО -Ь ОС — СИ; 

искомая точка М найдется тогда, как выше в 129. 



І'ЛАІІЛ ѴП 

ПРИМЕНЕНИК ДИФЕРЕІІЦИАЛЬНОІ О 
ИСЧИСЛЕНИЯ К НАХОЖДЕНИЮ КАУСТИК' 
ПРЕЛОМЛЕНИЯ 

Определение 

П редположим, что из одной светящейся точки 

в исходит бесчисленное множество лучей ВА, 
ВМ, ВО (черт. 111), которые преломляются при встрече 
с кривой АМО, приближаясь к ее перпендикулярам 
МС или удаляясь от них, так что СЕ, синусы 
углов падения САШ, всегда находятся к СО, 
синусам углов преломления СМО, в данном отно¬ 
шении т к я. Кривая НЕМ, которой касаются 
все преломленные лучи или их продолжения АН, 
Аір, ОМ (черт. 112), называется каустикой пре¬ 
ломления. 
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Следствие. 

182. При обвертывании каустики ИРМ, начиная 
с точки Ау получается такая кривая АіКу что сумма 
касательной ІР и отрезка каустики РИ будет всегда 
равна одной и той же прямой АН. Если предста¬ 
вить себе другую касательную Ртіу бесконечно близ¬ 



кую к РМІу с другим лучом падения Вт и описать 
из центров р \\ В малые дуги МО и Лі/?, то полу¬ 
чатся два прямоугольных треугольника: по¬ 

добный МЕС, и МОпіу подобный МО С. Действи¬ 
тельно, если отнять от прямых углов І^МЕ и СМт 
один и тот же угол ЕМт, то остающиеся углы 
І^Мт и ЕМС будут равны, а также, если отнять 
от прямых углов ОМО и СМт один и тот же угол 
ОМт, то остающиеся углы ОМт и ОМС будут 
равны. 

Поэтому 

Нт .От: :СЕ . СО: :т.п. 

А так как Нт есть диференциал ВМ, а От — дн- 
ференциал ЬМ, то 96) ВМ — В А, сумма всех 
диференциалов Нт на отрезке кривой АМ, отно- 
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сится к Мі или АИ — Мр — РНу сумме всех дифе- 
ренциалов От на том же отрезке АМ, как гп к п. 
Следовательно, отрезок 


РН=^АН — МР-{-— ВА - '^ВМ. 

' т т 

Могут представиться различные случаи в зависи¬ 
мости от того, бу¬ 
дет ли падающий 
луч В А больше или 
меньше ВМ и будет 
ли преломленный 
луч АИ обвертывать 
или развертывать от¬ 
резок [каустики] 

НР. Но всегда можно доказать, как это уже сделано, 
что разность падающих лучей относится к разности 
преломленных лучей (если прибавить к одному из них 
отрезок каустики, который он развертываетдо своего со¬ 
впадения с другим), как гп к /г. Например (черт. 112): 



ВА-^ВМ.АН — МР—РН::т.п, 

откуда 

РН = АН—МР + -^ВМ — -^ВА, 


Если из центра В (черт. 111) описать дугу кру¬ 
га АР, то, очевидно, что РМ будет разностью падаю¬ 
щих лучей ВМ и В А. Если же предположить, что 
светящаяся точка В бесконечно удаляется от кривой 
АМО, то падающие лучи ВА и ВМ становятся па¬ 
раллельными и дуга АР обращается в прямую, пер¬ 
пендикулярную к этим лучам. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ /. 

Общая задача. 

133 , Длпы природа кривой ЛМО (черт. 111), светящаяся 
точка В и падаюищй луч ВМ. Найти нй заданном по 
положению преломленном луче МР точку Р, в которой 
он касается каустики преломления. 

Найдя (гл. Ѵ)МС длину радиуса развертки в дан¬ 
ной точке /И и взяв бесконечно малую дугу /И/;?, 
надо провести прямые В//і, Ст, Рт^ описать из 
центров В и Р малые дуги ЛШ и АЮ и опустить 
перпендикуляры СЕ, Се, СО и С^ на падающие и 
преломленные лучи. Обозначив данные: ВМ через у, 
МЕ через а, МО через д 4і малую дугу МІ^ че¬ 
рез (Іх, получим из подобия треугольников МЕС 
и МНт, МОС и МОт, В МН и В^е, что 

МЕ\а).Ма{Ьу.-.МП((іх).МО=^^ . 

Далее, 

ВМ {у) • ВО или ВЕ + «):•• Л1А? ((Іх) • Ое = — • 

Но свойствам преломления 

Се.С^: : СЕ.СО : ; т.п, 
и, следовательно, 

т • п \: Се СЕ или ^ С^— СОили 5^ = 

ап (Іх -|- ну (Іх 


ту 
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Кроме того, из подобных прямоугольных треугольни¬ 
ков РМО и’ Р8р получается: 


МО ~ (Іх—аап (іх ^ ^ :: 


ату 

::М8 или МО(1?)-МР = 


ЬЬту 


Ьту — апу —• пап 


Отсюда вытекает такое построение. 

Построим при точке С (черт. 113) угол 
ЕСИ^ОСМ и возьмем 

МК— на прямой Ж/?. 

Я утверждаю, что если 
взять І!К.НЕ\:МО.МР, 
то точка Р окажется на Черт. ИЗ, 

каустике преломления. 

Действительно, из подобия треугольников СОМ 
и СЕН следует: 

СО.СЕ-. :п.іп: -.МО{Ь). ЕН = ^. 



Отсюда 

НЕ—МЕ 1ШІ , 

НМ-МК ИЛН 
следовательно, 

и к ;: Л4а ф) . МЕг= 

_ ЬЬту _ 

Ьту —-апу — а ап 


Очевидно, что если значение ИК отрицательно, 
то МР будет тоже отрицательно; это значит, что, 










272 


Г. Ф. ДЕ-ЛОПИТАЛЬ 


когда точка И находится между точками К и Е, 
точка уИ попадает между точками О \\ Е. 

Если бы светящаяся точка В (черт. 111, ИЗ) 
оказалась со стороны точки Еу или (что то же самое) 
кривая АМО была бы вогнута со стороны светящейся 
точки Ву то у стал бы отрицательным из положитель¬ 
ного, каким он был до сих пор, и, следовательно, 
было бы: 

- или -. 

— Ьту -|- апу — аап о ту — апу 4 - аап 

Построение при этом остается прежним. 

Если предположить, что^ становится бесконечным, 
т. е. светящаяся точка В становится бесконечно уда¬ 
ленной от кривой АМОу то падающие лучи будут 

параллельны между собой и АІЕ == > потому 

что член аап будет ничем по сравнению с двумя 
другими Ьту и апу\ так как МК тогда ис¬ 

чезнет, то надо взять лишь 

ИМ.НЕ: іМО.МЕ. 

Следствие /. 

134. Можно доказать, так же как и для каустик 
отражения (^' 114, 115), что при данном отношении т 
к п кривая АМО имеет единственную каустику пре¬ 
ломления; эта каустика всегда геометрическая и 
спрямляемая, если данная кривая АМО — геометри¬ 
ческая. 





Анализ бесконечно маЛМ 


273 


Следствие //. 

135. Если точки Е Уі О оказываются по разные 
стороны перпендикуляра АІС и СЕ = СО, то оче¬ 
видно, что каустика преломления обратится в каустику 
отражения. В самом деле, в этом случае 

МР 

\ Ьту — апу ці аап ) 2у а ^ 
так как т = п и а из положительного становится 
отрицательным и равным Ь. Это вполне согласуется 
с тем, что доказано в предыдущей главе. 

Если т бесконечно велико по сравнению с я, то 
ясно, что преломленный луч МЕ совпадает с пер¬ 
пендикуляром СМ\ таким образом каустика прелом¬ 
ления оказывается разверткой. Действительно, в этом 
случае и обращается в МС, т. е. точка Е 

попадает в точку С, принадлежащую развертке. 


Следствие III. 

136. Если кривая ЛМО обращена выпуклостью к све¬ 
тящейся точке В и величина -^ 

\ Ьту — апу — аап / 

положительна, то, очевидно, точку Е надо взять с той 
же стороны точки Л/, с которой находится точка С, 
как и предполагалось в выкладках. Наоборот, если МЕ 
отрицательна, точку Е надо взять с противоположной 
стороны точки О. Так же обстоит дело и тогда, 
когда кривая АМО обращена вогнутостью к точке Ву 
но следует заметить, что тогда 


МЕ^ 


ЬЬту 


Ьту — апу -|- аап 


18 Зак. 2051— Лопчталь. 
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Отсюда получается, что бесконечно близкие пре¬ 
ломленные лучи сходятся при положительном значе¬ 
нии МР в первом случае и при отрицательном — во 
втором; наоборот, они расходятся при отрицательном 
значении МР в первом случае и при положительном 
во втором. Установив это, получаем: 

1° Если кривая АМО обращена выпуклостью 
к светящейся точке В, и т меньше я, или если она 
обращена вогнутостью, и т больше /:, то бесконечно 
близкие преломленные лучи всегда расходятся. 

2° Если кривая АМО обращена выпуклостью 
к светящейся точке Л, и т больше Пу или если она 
обращена вогнутостью, и т меньше п, то бесконечно 

близкие преломленные лучи сходятся, когда МК 




расходятся, когда 


меньше 


больше, и параллельны, когда они равны. А так как, 
когда падающие лучи параллельны, уИ/<'=0, то 
в этом случае бесконечно близкие преломленные 
лучи всегда сходятся. 


Следствие IV. 


187. Если падающий луч ВМ касается кривой АМО 
в точке Л7, то МЕ (а) = О, и следовательно, МР= Ь. 
Из этого видно, что точка р совпадает тогда 
с точкой О. 

Если падающий луч ВМ перпендикулярен к кри¬ 
вой АМО у прямые МЕ{а) и МО{Ь) будут каждая 
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равны радиусу развертки СМ, так как они с ним сов¬ 
падут. Значит, МР — л , что обращается 

в і когда падающие лучи параллельны между 

собой. 

Если преломленный луч МР касается кривой АМО 
в точке М, то МО(/?) = 0, и следовательно, каустика 
касается данной кривой в точке М, 

Если радиус развертки СМ равен нулю, то прямые 
МЕ{а) и МО{д) тоже будут равны нулю, и сле¬ 
довательно, члены аап и Ьдту будут ничем по сра¬ 
внению с другими членами Ьту и апу. Отсюда 
следует, что МР—0 и что М есть общая точка 
каустики и данной кривой. 

Если радиус развертки СМ бесконечно велик, 
прямые отрезки МЕ (а) и МО{Ь) тоже бесконечно 
велики и, следовательно, члены дту и апу суть 
ничто по сравнению с другими аап и ЬЬту, так 

что МР — ■ . А так как это величина отрица- 

Тельная, если предположить, что точки Р \\ В ока¬ 
зываются по разные стороны линии 133), 

и, наоборот, положительная, если эти точки оказы¬ 
ваются по одну сторону линии АМО^ то {§ 136) 
точку р следует взять с той же стороны, что и В, 
т. е. бесконечно близкие преломленные лучи рас¬ 
ходятся. Очевидно, что при этом малая дуга Мт 
обращается в прямую линию и предыдущее построе¬ 
ние не годится. Его можно заменить следующим. 


18* 
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которое Служит для определения точек каустик 
преломления, когда АМО —прямая линия. 

Проведя ВО (черт. 114) — перпендикуляр к па¬ 
дающему лучу ВМу пересекающий прямую Л/С, пер¬ 
пендикулярную АО в точке О, опускаем перпенди¬ 
куляр 01 на преломленный луч МО. Угол ВОН бе¬ 
рется равным углу ІОМ и 
ВМ. ВН::МІ. МВ. Я 
утверждаю, что точка В 
окажется на каустике пре¬ 
ломления. 

В самом деле, прямо¬ 
угольные треугольники АІЕС 
и МВО, МОС и МІО бу¬ 
дут подобны между собой при всякой величине СМ. 
Поэтому при СМ бесконечно большом опять-таки 

МЕ(а).МО{Ь)у. ВМ(у).Л1і = ^. 



Из подобия треугольников ОЬМ и ОВН получаеіся; 

Оі.ОВ{п.т)\‘. ВН . 

Отсюда видно, что 




Смдствие V. 

138. Очевидно, что если даны любые две из трех 
точек В, С и Р, то легко найти третью. 
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Пример /. 

139. Пусть кривая АМО (черт. 115)—четверть круга 
с центром в точке С. Пусть падающие лучи 5Л, 
ВМ и ВО параллельны между собой и перпендику¬ 
лярны к СО, а отношение т к п равно 3 к 2, т. е. 



отношению, имеющему место при переходе лучей света 
из воздуха в стекло. Так как развертка круга 
АМО стягивается в одну точку, а именно его центр С, 
то, описав полуокружность МЕС, имеющую диа- 

2 

метром радиус С/И, и взяв хорду СО = -^СЕ, по¬ 
лучим линию МО — преломленный луч, на котором 
точка Г определится, как указано выше в ^ 133. 

Для нахождения точки Н, в которой падающий 
луч ВА, перпендикулярный к АМО, касается кау¬ 
стики преломления, имеем “ 

= ЪЬ = ЪСА. Если построить полуокружность СМО, 
имеющую диаметром радиус СО, и взять хорду 
СЫ = СО, то очевидно {§ 137), что точка N 
окажется на каустике преломления, потому что падаю¬ 
щий луч ВО касается круга АМО в точке О* 
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Если провести АР параллельно СО, то {§ 132) 

2 

ясно, что отрезок РН = АН — МР—РМ и 

вся каустика НРЫ = ~СА — ВМ= ■ С А. 

Если четверть круга АМО (черт. 116) обращена 
вогнутостью к падающим лучам ВМ и отношение т 
к п равно 2 к 3, надо в полуокружности СЕМ, 



имеющей диаметром радиус СМ, взять хорду 

3 

СО = '^СЕ и провести преломленный луч МО у на 

котором точка Р определится при помощи общего 
построения ^ 133. 

Имеем 137), что АН = — 2^?, т. е. АН 

расположена 136) со стороны выпуклости четверти 
круга АМО и равна удвоенному радиусу АС. Если 

предположить, что СО или — СЕ равна СМ, то 

очевидно, что преломленный луч МЕ касается круга 
АМО в М, потому что при этом точка О совпадает 
с точкой М. Отсюда следует, что, если взять 

СЕ = СО, то точка М попадет в точку Л/, в кото- 
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рой каустика НРЫ {§ 137) касается четверти круга 

2 

АМО. Но когда СЕ больше СД падающие лу¬ 
чи ВМ не могут уже более преломиться, т. е. пе¬ 
рейти из стекла в воздух, так как невозможно, чтобы 
СО, перпендикуляр к преломленному лучу Л/О, был 
больше СМ. Таким образом все лучи, которые упа¬ 
дут на часть /ѴО, отразятся. 

Если провести АР параллельно СД то очевидно 
132), что отрезок 

РН= АН—МР^^РМ, 

так что если провести МК параллельно СО, вся 
каустика 

НРМ= 2СА 1 АК= - СА. 

Пример 11. 

140. Пусть кривая АМО (черт. 117) — логарифми¬ 
ческая спираль с центром в точке Л, из которой 
исходят все падающие 
лучи АМ. 

Очевидно 91), 
что точка Е совпадет 
с точкой Л, т. е. 
а=у. Если в случае, 
когда кривая обращена 
вогнутостью к светящейся точке, подставить в значе¬ 
ние МР, т. е. “Г- - | - {§ 133), вместо а его 

’ Ьту — апу + аап ^ 
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значение у, то получится МР= откуда видно, 
что точка Р совпадает с точкой О. 

Если провести прямую АО и касательную МТ, 
то угол АОО, дополняющий до двух прямых угол 
АОМ, будет равен углу АМТ, Действительно, в круге, 
имеющем диаметром линию СЛІ и проходящем через 
точки А и О, оба угла АОО и АМТ измеряются 
половиной одной и той же дуги Л Ж. Очевидно, что 
каустика АОіМ есть такая же логарифмическая спираль, 
как и данная АМО, и отличается от нее только 
расположением. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ и. 

Задача. 

141, Даны каустика НР (черт. 118), светящаяся 
точка В и отношение т л: п. Найти бесконечное мно¬ 
жество кривых, таких как АМ, для которых НР является 
каустикой преломления. 



Выбрав на любой касательной НА произвольную 
точку А в качестве одной из точек кривой АМ, опи¬ 
шем радиусом В А из центра В дугу круга ЛР и 
другим произвольным радиусом ВАІ другую дугу и 
возьмем АЕ = — РМ. При обвертывании каустики 
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Нр получается кривая ЕМ^ которая пересечет дугу 
круга, описанного радиусом ВМ^ в точке уИ, нахо¬ 
дящейся на искомой кривой. Действительно І32), 
РМ,АЕ или Мі::гп,п. 

Другое решение, 

142, Надо найти на произвольной касательной РЛ4^ 
отличной от НА, точку М, для которой 

НР + РМ - 1 - ^ВМ = НЛ-{- — в А. 
Поэтому, если взять 

РК = -!^ВА^АН—РН 

и найти на РК точку Ж, 

для которой МК = ВМ;іо она окажется 132 

искомой точкой. Это можно сделать, проведя такую 
кривую ОМ (черт. 119), что 
если соединить ее произволь¬ 
ную точку М с данными точ¬ 
ками В и К прямыми МВ и 
ЛІКі то отношение последних Черт. 119. 
всегда равно отношению т к /г. 

Значит вопрос сводится к определению природы этого 
геометрического места. 

Пусть для этого проведена МР перпендикулярно 
ВКі ВК —данная — обозначена через а, а неопреде¬ 
ленные: ВР через X, НМ через у. Прямоугольные 
треугольники ВНМ и КНМ дают: 



РМ = ^XX-\-уу и КМ = /аа — 2ах + а:л: -\~уу, 
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так что для выполнения условий задачи получается: 

У XX -]-уу .\/аа — 2ах -[- хх-\-уу :\т,п. 
Отсюда 


уу^ 


2аттх — азгпт 
тт — пп 


XX, 


т. е. геометрическое место есть круг, который можно 
построить следующим образом. 

Пусть ВО = - ^ 7 - - , а ВО = и на диа- 

метре построена полуокружность ОМ^. Я утверж¬ 
даю, что она будет искомой кривой. Действительно, 
при 

д/? или В^ — ВI^ = ^^ — X 


и 

/?С? или 5 /?—ВО — х -> 

т п 


из свойства круга следует, что 


или, в аналитических обозначениях, 


уу^ 


2аттх —- аапип 
тт ~ пп 


XX. 


Если падающие лучи ВА и ВМ (черт. 120) парал¬ 
лельны заданной по положению прямой, первое ре¬ 
шение всегда сохраняет силу, но второе оказывается 
бесполезным и его можно заменить следующим. 
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Берем рі = АН — ИР и, проведя ІО парал¬ 
лельно АВ и перпендикулярно АР, возьмем І0 = 
= — ІО и проведем ІР параллельно ОО, а РАІ 
параллельно Оі. Очевидно (§ 132), что точка Л4 

будет искомой точкой, так как из іО = — ІО 

т 

следует МІ = ^РМ. 



Если каустика преломления РН стягивается в точ¬ 
ку, кривые АМ становятся овалами Декарта, столь 
нашумевшими среди геометров 

Следствие I. 

143. Можно доказать, как и для каустик отражения 
{§ 130), что кривые АМ. могут быть различной 
природы и что они будут геометрическими только 
тогда, когда является геометрической и спрямляемой 
каустика преломления ИР. 

Следствие //. 

144. Даны кривая АМ (черт. 121), светящаяся точка В 
и отношение т к п. Найти бесконечное множество 
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таких линий ОМ, чтобы преломленные лучи Л^УѴ, 
преломившись при встрече с ними вторично, сошлись 
в данной точке С. 

Если предположить, что кривая НР есть каустика 
преломления для данной кривой АМ, образованная 
светящейся точкой В, то очевидно, что эта же линия 
НР должна быть каустикой преломления искомой 



кривой ОМ, имеющей в качестве светящейся точки 
данную точку С. Поэтому /52) 

-!^ВА^АН=^~ВМ-{-МР^т 

и 

NР^т—~NС=Н^ —^ ^с, 

т ш 

и, следовательно, 

^ва-\-ан^’±вм+мы+но^!^ос^^ыс-, 

переставляя обычным образом члены, получаем: 

- ВА— -ВМ-\- - ^С^А^ = МN 

Эго дает такое построение. 
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Выбрав на любом преломленном луче АН произ¬ 
вольную точку О в качестве одной из точек искомой 
кривой ВМу возьмем на любом другом преломленном 
луче МР отрезок: 

мк== ^ ВА-^ ВМ^ ^ ПС-І-АП; 

если найти, как и выше 142)у точку для 
которой НК= ~МСу то ясно {§ 132), что точка N 
окажется на кривой В1\[. 

Общее следствие, 

ОТНОСЯЩЕЕСЯ к ТРЕМ ПРЕДЫДУЩИМ ГЛАВАМ. 

145. Очевидно С? 80, 85, 107, 108, 114, 115, 128, 
129, 134, 143), что кривая имеет единственную раз¬ 
вертку и нрн данной светящейся точке и данном отно¬ 
шении синусов единственную каустику отражения и 
единственную каустику преломления. Все они всегда 
оказываются геометрическими и спрямляемыми, если 
эта кривая геометрическая. Напротив, одна и та же 
линия может быть общей разверткой или, при дан¬ 
ном отношении синусов и данной светящейся точке, 
каустикой отражения или преломления для бесконеч¬ 
ного множества весьма различных линий, являющихся 
геометрическими только тогда, когда эта кривая гео¬ 
метрическая и спрямляемая. 



ГЛАВА ѴШ 

ПРИМЕНЕНИЕ ДИФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 
К ОПРЕДЕЛЕНИЮ ТОЧЕК КРИВЫХ, КАСАЮЩИХСЯ 
БЕСКОНЕЧНОГО МНОЖЕСТВА ДАННЫХ ПО ПОЛОЖЕ¬ 
НИЮ ПРЯМЫХ ИЛИ КРИВЫХ ЛИНИЙ 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ I 
Задача 

146 Т1 АНА некоторая линия АМВ (черт. 122), имею- 
е-^щая осью прямую АР, и проведено бесконечное 
множество парабол АМС, АгаС, которые все проходят 
через точку А и имеют осями ординаты РМ, ріп. Тре¬ 
буется найти кривую, касающуюся всех этих парабол 

Очевидно, что точка касания каждой параболы 
АМС есть С —точка ее пересечения с бесконечно 
близкой параболой АгпС. Проведем СК параллельно 
МР и обозначим данные: АР через х, РАІ через у, 
а неизвестные: АК через и, КС через г. 


Анализ бесконечно малых 


287 


Из свойства параболы мы получим, что 

АР (хх ). РК {ии — 2ііх + хх ):: 

:; МР (у). МР — С К іу ~ ^), 

что дает: 

гхх = 2иху — ииу, 

общее уравнение всех парабол, таких, как АЛІС. 
Далее я замечаю, что неизвестные А/{(и) и 
остаются неизменными, в то время как данные АР (х) 
и РЛ'І (у) переходят в Ар и ріПу и что КС{г) остается 
без изменения, только когда С 
есть точка пересечения, так кау 
иначе прямая /ОС пересечет обе 
параболы АЛІСи АтС в двух раз¬ 
личных точках и будет, следова¬ 
тельно, иметь два значения, соот¬ 
ветствующих одному значению 
Л/0. Поэтому, обращаясь с /г и 
как с постоянными, и продиференцировав только что 
найденное уравнение, можно определить точку С как 
точку пересечения. Значит, 

2гх (іх — 2их йу -1- 2ііу Ах — ті Ау^ 

откуда неизвестная 

2л:х (іу —■ 2ух сіх 



АК{11) 


X (іу — 2у йх 


2иху —- ииу 

XX 


если подставить вместо г его значение 
Так как природа кривой АЛАС известна, то можно 
выразить величину Ау через Ах и затем подставить 
ее в значение Л/0. Тогда эта неизвестная, наконец, 










ш 


['. Ф. ДЕ-ЛОПИТАЛЬ 


выразится через вполне известные члены, свободные 
от диференциалов. Что и было предложено. 

Если вместо парабол АМС предложат другие, 
данные по положению, прямые или кривые линии, то 
задача будет решаться приблизительно таким же спо¬ 
собом. Это и будет показано в следующих предложениях. 

Пример. 

147. Природа кривой АМВ выражается уравнением 
XX — Аау — Ауу\ это полуэллипс, малой осью которого 
служит перпендикулярная к АР линия АВ = а, а боль¬ 
шая ось которого вдвое больше малой. Находим, что 
хЛх = 2а сіу — 4у сіу, 

следовательно, 

АК 

V х(1у — 2у (Іх ) у 

Поэтому, если взять Л/С четвертой пропорциональ¬ 
ной к А\Р, РА и АВ м провести КС перпендику¬ 
лярно АКу то она пересечет параболу АМС в иско¬ 
мой точке С.—Чтобы узнать природу кривой, каса¬ 
ющейся всех парабол или проходящей через все най¬ 
денные таким образом точки С, надо найти уравнение, 
выражающее соотношение между АК{и) и КС {г). Это 
достигается таким образом. Подставив вместо и его зна¬ 
чение— в гхх = 2аху — ииу, получаем: 


X или 


а 


аи 


следовательно, 
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Если подставить эти значении вместо х и у ^ 

XX = 4ау — 4уу, 
то получится уравнение: 

пи — 4аа — 4аг, 

в которое д: и^; более не входят н которое выра¬ 
жает связь между АК и /{С. Отсюда видно, что 
искомая кривая есть парабола, имеющая осью линию 
ВА, вершиной точку В и фокусом точку А; пара¬ 
метр ее, следовательно, равен учетверенному АВ. 

Мы нашли, что 


откуда 

Так как эта величина положительна, если 2у больше 
отрицательна — если меньше, и равна нулю при их 
равенстве, то точка С находится над АР в первом 
случае, как и предполагалось в выкладках, под АР 
во втором случае, и наконец, на АР —в третьем. 

Если провести прямую ЛС, пересекающую МР 
в О, то я утверждаю, что М^ = В^ и точка О есть 
фокус параболы АМС. Действительно: 

1° . Л-с(— ;: АР{х) . РО== 2 у—а, 

и следовательно, 

МО = а —у = В^, 


19 Зак. 2061. —Лопиталь. 
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2^ Если подставить вместо хх его значение 4ау — 4уу, 
то параметр параболы АМС будет равен 4а — 4у^ 
следовательно, МО (а — у) есть четвертая часть этого 
параметра, а отсюда видно, что О есть фокус параболы 
и угол ВАС делится пополам касательной в точке А, 

Из того, что параметр параболы АМС равен учетве¬ 
ренному В^у следует, что, когда точка А совпадает 
с вершиной Му параметр равен учетверенному АВ и 
таким образом парабола с вершиной в точке А асим- 
птотична параболе, проходящей через все точки С. 

Так как парабола ВС касается всех парабол вроде 
АМСу то очевидно, что точки пересечения этих па¬ 
рабол с определенной линией АС будут лежать ближе 
к точке Ау чем точка С. В баллистике доказывается 
(если предположить А К горизонтальной), что все 
параболы вроде АМС указывают пути, которые опи¬ 
сывают в воздухе снаряды, с одинаковой силой и под 
всевозможными наклонами выбрасываемые из мортиры, 
помещенной в точке Л. Значит, если провести прямую, 
делящую пополам угол ІЗЛ С, она укажет направление, 
которое нужно придать мортире/чтобы выброшенный 
ею снаряд попал на заданной по положению пло¬ 
скости АС в возможно более удаленную от мортиры 
точку С. 

предложение II, 

Задача. 

148, Пусть дана некоторая кривая 'АМ (черт. 123) 
с осью АР. Найти другую кривую ВС, произвольный пер¬ 
пендикуляр к которой РС всегда равен ординате РМ. 
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Если предположить, что из центров Р и р опи¬ 
сано бесконечное множество кругов радиусами РС 
и рС, равными РМ и рт, то очевидно, что искомая 
кривая ВС должна касаться всех 
этих кругов и что С, точка 
прикосновения каждого круга, 
есть точка его пересечения с 
другим бесконечно близким кру¬ 
гом. Установив это, проведем 
СК перпендикулярно АР и 
обозначим данные и перемен¬ 
ные величины: АР через х, 

РМ или РС через у, а неиз¬ 
вестные и постоянные: АК через //, КС через г. 
Из свойства круга мы получим: 



РС =:РК^ + КС\ 

т. е., аналитически, 

уут:= 2 хх — 2их пи + гг. 


Это — общее уравнение всех таких кругов; диферен- 
циал его есть: 


откуда 


2у (Іу = 2а: сіх — 2и сіх^ 


РК{х — а) 


У^У 

(ІХ * 


Что дает следующее общее построение. Проведем М^ 
Перпендикулярно кривой АА1 и, взяв РК=Р^рпро- 
Ведем КС параллельно РМ. Я утверждаю, что она 
Пересечет круг, описанный из центра Р радиусом 


19* 
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РС — РМу в точке с, в которой он касается иско¬ 
мой кривой ВС, Это очевидно, так как . 

Значение РК можно найти еще иначе. 

Опустив перпендикуляр РО на С/7, получим из по¬ 
добия прямоугольных треугольников рОР и Р/СС, что 

Рр {йх). Ор (сіу) :: РС ( у). Р/С =• 

Очевидно, что когда = Р/И, круг, опис .нный 
радиусом РС, касается КС в точке /С, так что точка С 
совпадает с точкой К и, следовательно, оказывается 
на оси. 

Когда же Р^ больше РЛ/, круг, описанный ради¬ 
усом РС, не сможет коснуться кривой ВСу потому что 
не будет иметь ни одной общей точки с прямой КС, 

Пример. 

149, Пусть данная кривая Л/И (черт. 123) — пара¬ 
бола, уравнение которой ах = уу. Здесь Р^ или 
РК{х — следовательно, 

х — ^а-\-а 
и 

уу^^аа + гг, 

что получается из прямоугольного треугольника РКС, 
При подстановке этих значений в ах=уу полу¬ 
чается уравнение: 

1 , 1 


1 
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которое и выражает природу кривой ВС. Очевидно, 
что эта кривая такая же парабола, как и Л/И, 
ибо они имеют одинаковый параметр а и вер¬ 
шина В отстоит от вершины А на расстоянии 

1 


ВА. 


а. 


150. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ІИ. 

Задача. 

Пусть дана некоторая кривая АМ (черт. 124), 


которая имеет диаметром прямую АР и ординаты 
которой РМ и рт параллельны данной по положению 
прямой Ар. Пусть проведены МР и тд параллельно АР 
и прямые РрС и р^С. Требует¬ 
ся найти кривую АС, которой 
касаются все эти прямые, или, 
что то же, определить на 
каждой прямой ррС точку 
касания С. 

Представив себе другую 
касательную рдС, бесконеч¬ 
но близкую к Р^С, прове¬ 
дем С К параллельно А^ и 

обозначим данные и переменные величины: АР через х, 
РМ или А^ через у, а неизвестные и постоянные: АК 
через //, КС через г. Из подобия треугольников РА^ 
и РКС следует, что 

АР {X). А^ {у );: РК{х + и) . АТС (г) =уЛ-^- 

Это общее уравнение всех прямых вроде КС. 
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Его диференциал есть: 


с1у-\- 


их (іу — иу (Іх 


О, 


откуда 


АК{и) = 


XX (іу 

у(ІХ-^Х(Іу 


Это дает следующее общее построение. 

Проведем касательную МТ н возьмем АК третьей 
пропорциональной к ЛГ и АР. Я утверждаю, что 
если провести КС параллельно то она пересечет 
прямую Р^С в искомой точке С. 

Действительно, 

ИРМ::ИРМ . 

Пример 1. 

151. Пусть данная кривая АМ (черт. 124) парабола 
с уравнением ах = уу.Мы имеем, что АТ=АР, от¬ 
куда АК(и) = х, т. е. точка К попадает в точку Т. 
Если угодно получить уравнение, выражающее зависи¬ 
мость между Л А'(и) и АТС (2), надо взять А'С (г) = 2у, 
так как уже известно, что РАГ равно удвоенному АР. 
Значит при подстановке в ах~уу вместо х и у мх 

значений и и у 2 получится 4ац = гг. Отсюда видно, 

что кривая АС есть парабола, имеющая вершину 
в точке Л, а в качестве параметра — линию, равную 
учетверенному параметру параболы Л/И, 
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Пример II. 

152. Пусть данная кривая АМ (черт. 125) — чет¬ 
верть круга ВМО, имеющего центром точку А и 
радиусом линию АВ или 
АО, которую я назову а. д 
Ясно, что Р^ всегда д 
равна радиусу АМ или 
АВ, т. е. везде одинакова, 
поэтому можно считать, 
что ее концы Р и ^ і 
скользят вдоль сторон ВА 
и АО прямого угла В АО. 

Мы получим, что АКІіі) — 

= —, так как ЛГ= Черт. 125. 

аа 

==—; а параллельные КС и АО, дают: 

гѴ 

АР{х) . Р0{ау.-.АК{^).0С=^^. 

Отсюда видно, что для нахождения точки касания С 
достаточно взять ^С третьей пропорциональной к 
и АР, Если угодно найти уравнение, выражающее 
природу кривой ВСО, то оно получится в следующем 
виде 123); 

«3 — ЪааіУ -|- Ьа^ші — а® =0 
Ъгг + 21 аагг -[- Ъа^гг 
32* — Ъааг*- 
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Следствие /. 


153, Для того чтобы найти отношение отрезка ОС 
кривой ВСО к ее касательной СР, надо представить 
себе другую касательную ср^ бесконечно близкую* 
к СР, и, описав из центра С малую дугу РО, полу¬ 
чить для СР = ^ значение ее’ диференциала 

ср — СР или Ор — Сс = — ^^, 


откуда 


Сс=ОР 


2х(Іх 

а 


Из подобия прямоугольных треугольников ^РЛ и 
РрО имеем: 

РСІ (а). АР (х) :: Рр (сіх) .ОР==^> 


И, следовательно, 

Сс = ~— = ОС—Ос. 

а 

Стало быть, где бы мы ни взяли точку С, будет 
иметь место: 

СР—ср(^^у.-.Ъ .2. 

Отсюда следует, что сумма всех диференциалов 
ОС — Ос, соответствующих прямой РО, т. е. (§96) 
отрезок ОС кривой ВСО, относится к сумме всех 
диференциалов СР — ср, соответствующих той же 
прямой РО, т. е. 96) к касательной СР::3.2. 
Так же и вся кривая ВСО относится к своей каса» 
тельной І5Л :: 3.2. 
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Следствие II. 

154. Если развернуть кривую ВСО, начиная с 
точки о, получится кривая ОМРу для которой 
СіѴ . СР : : 3.2, так как СМ всегда равняется от¬ 
резку ОС кривой ВСО. Отсюда следует, что подоб¬ 
ные секторы СМп и СРО относятся один к другому 
:: 9.4, и значит пространство ОСМ, заключенное 
между кривыми ОС и ОМ и прямой СУѴ, касатель¬ 
ной в точке С и перпендикулярной в точке А/, отно¬ 
сится к пространству ОСР, заключенному между кри¬ 
вой ОС и двумя касательными ОР и СР, как 9 к 4. 

Следствие III. 

155. Центр тяжести сектора СМп должен быть рас- 
положен на дуге РО, так как СР= -^СN. Далее, 
так как эта дуга бесконечно мала, то этот центр 
должен находиться на прямой АО; следовательно, 
центр тяжести пространств ^СN и ВОР, составлен¬ 
ных из всех таких секторов, тоже должен находиться 
на прямой АО. Таким образом если по другую сто¬ 
рону 'ВР описать фигуру, в точности сходную 124) 
с ВОР, то центр тяжести всей фигуры будет в точке А. 

Следствие IV. 

156. Из ПОДОБИЯ прямоугольных треугольников 
Р^А и рРО имеем, что 

Р^(а).А^ или РМ(Ѵаа — хх) ;; Рр{(1х). РО — 


(Іх у на — XX 
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Далее, из подобных секторов СРО и СЫп имеем: 

СР.СЫ или 2.3;:РО ] .т = 

_ ЗсІхУ^ аа — хх 

~~ 2а 

Прямоугольник МР X Рр, т. е. 2) малая часть 
круга МРрт — сІхѴаа — хх. Поэтому 

АВxNп='^МРрт^, 

значит, ЫОу отрезок кривой ОМР, умноженный на 
радиус і4В, в полтора раза*^^) больше сегмента круга 
ОМР^ и вся кривая ОМР равна трем четвертям 
ВМОу четвертой части окружности. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ IV. 

Задача. 

/57. Пусть дана кривая АМ (черт. 126), имеющая осью 
прямую АР, и имеется бесконечное множество перпен’ 
дикуляров к этой кривой МС и тС. Требуется найти 
кривуЮу которой касаются все эти перпендикуляры, или, 
что то же, найти на каждом перпендикуляре МС точку 
касания С. 

Проведем ординату МР и, представив себе пер¬ 
пендикуляр тСу бесконечно близкий к УИС, проведем 
через точку их пересечения С прямую СА^, перпен¬ 
дикулярную оси, и прямую СЕу параллельную ей. 
Обозначая затем данные и переменные эеличины; 
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АР через х, МР через у, а неизвестные и постоян¬ 
ные; АК через и, КС через г, получим: 


Р^ 


уйу 
ах ’ 


РК или СЕ = 11 — X, МЕ=у-\-г-, 

далее из подобия прямоугольных треугольников МР^ 
и МЕС найдем, что 


МР (у). Р^[^)::МЕ (у2) .ЕС (« -х) = 
_ уау + гау 

(ІХ 


Это — общее уравнение всех таких перпендикуля¬ 
ров, как МС; его диференциал (если полагать (іх 
постоянным) дает: 

дг у + ^ 


ах 

откуда 

Зная природу кривой Л/И, 
можно выразить значения йу- 



и сІЛу через сіх"^ и, подставив их в по- 

лучить для МЕ вполне определенное выражение, сво¬ 
бодное от диференциалов. Что и было предложено. 

Очевидно, что кривая, проходящая через все 
точки Су есть развертка кривой АМу и так как она 
специально рассматривалась в главе пятой, то было 
бы бесполезно приводить здесь новые примеры. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ V. 

Задача. 

158. Длны две некоторые линии АМ и ВN (черт. 127) 
и прямая МN, все время остающаяся неизменной. 
Предполагая, что М и К, концы этой линии, не¬ 
прерывно скользят вдоль двух других, найти кри¬ 
вую, которой она постоянно касается в этом дви¬ 
жении. 


Проведя касательные МТ и А/Г, представим себе 
другую прямую тПу бесконечно близкую к МN и 
пересекающую ее поэтому в точке С, где она ка¬ 
сается кривой, точки 
которой надо опреде¬ 
лить. Очевидно, что 
концы прямой МЫ 
при переходе ее в тп 
пробегают по линиям 
АМ и ВЫ маленькие 
отрезки Мт и Ып, 



Черт, 127. 


которые вследствие своей малости принадлежат каса¬ 
тельным ТМ и ТЫ. Таким образом можно считать, 
что линия МЫ при переходе в бесконечно близкое 
положение тп скользила вдоль данных по положению 
прямых ТМ, ТЫ. 

После этого опускаем на ЫТ перпендикуляры МР 
и СК и обозначаем данные и переменные величины: 
ТР через X, РМ через неизвестные и постоян¬ 
ные; ТК через и, КС через г и остающуюся всегда 




Анализ бесконечно малых 


ЗОі 


неизменной данную МЫ через а. Прямоугольный 
треугольник МРЫ дает; 

РЫ=Уаа — уу, 


а из подобия треугольников ЫРМ и ЫКС следует, 
что 

РЫ (Уаа — уу). РМ (у) : : 

:: Л//С(н — X — Уаа — уу). КС{г) ~ 


иу — ху 
аа —уу 


У- 


Продиференцировав это, получим: 


ааи йу — аах йу—аау йх -]~у^ Лх = 


= аа йу —уу йу У аа — уу . 


Отсюда, положив для сокращения У аа —уу = т 
и подставив вместо у йх его значение х йу, которое 
получается из подобия треугольников трМ и МРТ, 
мы найдем, что 

РК{п- 


х) = 


(Іу тту (іх гФ ттх 


аа (/у 


аа 


и, следовательно, 

тт4-тх 

мс=^—. 

Это дает следующее построение. 

Опустим перпендикуляр ТЕ на МN и возьмем 
МС = ЫЕ\ я утверждаю, что точка С будет искомой 
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точкой. Действительно, из подобия 
треугольников ЖІѴЯ и ТЫЕ имеем: 

МЫ{а) .ЫР{т):: 
ЫТ{гп-\-х). ЫЕ или МС — 


прямоугольных 


тт + тх 


Другой способ. 

Опустив перпендикуляр ТЕ на МЫ и описав из 
центра С малые дуги М5 и ЫО, обозначим данные: 
ЫЕ через г, ЕТ через з, МЫ через а и неизвест¬ 
ную СМ через /. Мы получим, что 5пі или Оп = сП, 

I а из подобия прямоугольных треугольников МЕТ 
и тЗМ, ЫЕТ и пОЫ, СМ3 и СЫО найдем, что 

МЕ (г—а). ЕТ (5) :: тЗ (Ш) . = 7 ^; 


И 

ЫЕ{г). ЕТ{8):;пО (Д) ,ОЫ^^; 

И 

МЗ-ЫО . мз [^):: МЫ(а). МС(І) = л 

Это дает такое же построение, как и раньше. 

Если предположить, что линии АМ и ВЫ суть 
две взаимно перпендикулярные прямые, то очевидно, 
что искомая кривая будет такая же, как и в ^ 152. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ VI. 

Задача. 

159. Пусть даны три некоторых линии Ь, М и N 
(черт. 128), и из точек ^ и 1 линии Ь проведены по две 
касательных ЬМ и ЬП, 1т и 1п к обеим кривым 
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М и N. Требуется найти четвертую кривую С, которой 
касаются все прямые МN и тп, соединяющие точки 
касания кривых М « N. 


Проведя касательную ІЕ и опустив из произволь¬ 
ной ее точки Е перпендикуляры ЕР и ЕО на две 
другие касательные Мі и N^, представим себе бес¬ 
конечно близкую к точке I точку I и проведем 
малые прямые ТН и ІК, перпендикулярные к ті и 
пі, а также перпендику¬ 
ляры МР, тР, N^1 и 
к касательным МЕ, 
ті, Мі, пі. Эти перпен¬ 
дикуляры взаимно пере¬ 
секаются в точках Р и 

При этом образуются 
подобные прямоугольные 
треугольники ЕРЕ и ЕНІ, 

ЕОЕ и ЕЮ, а также 
треугольники ЕМН и МРіп, ЕпК и N^п, которые 
имеют прямые углы при Н н т, К N к которые 
подобны между собой, потому что углы ЕМН и МРт 
при их прибавлении к одному и тому же углу РМт 
дают прямой угол. Так же можно доказать, что равны 
между собой углы ЕпК и Н^п. 

Установив это, обозначим Мт, малую сторону 
многоугольника, образующего кривую М, через сіи, 
а данные: ЕР через гп, ЕО через п, МН или тп 
через а, МЕ или ті через Ь, НЕ или пІ через с, 
МР или тР через /, Л^^или п^ через ^(я прини* 



Черт. 128. 
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маю здесь прямые МР и N^ за данные потому, что 
их всегда можно найти, ибо природа кривых уИ и 
по предположению известна; см. ^ 75). Получается: 

1° МР(/). Мі {Ь) :: Мт {(іи) . = 

2° ЕР (т). ЕО (п ):: Ыі . ІК = ^: 

А° (проводя МР .параллельно Мі или пі) 

ті {Ь) • Іп (с) :: тМ [Ли) • МР = : 

5» МК+Ып + ^ : : 

Что и требовалось найти. 

Если касательная Еі совпадает с касательной Мі, 
то очевидно, что ЕЕ {пі) обращается в ничто или нуль, 
следовательно, искомая точка С совпадает с точкой Ж. 
Точно также, если касательная Еі совпадает с каса¬ 
тельной іЫу то ЕО{п) обращается в нуль и, следо¬ 
вательно, МС = а, из чего видно, что искомая точка С 
совпадает с точкой Л/, Наконец в случае, когда 
касательная Еі попадает внутрь угла ОН, ЕО{п) 
оказывается отрицательным, что дает: 

асфп . 

сс/т — ЬЬ^п^ 

искомая точка С попадает тогда не между точками 
Ж и УѴ, а лежит с какой-либо стороны от них. 
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Пример I. 

160. Предположим, что кривые М м N (черт. 129) 

составляют вместе круг. Ясно, что в таком слу¬ 
чае Ь = с и / — ^ и значит уИС = , откуда 

видно, что для нахождения искомой точки С доста¬ 
точно разделить прямую МП 
в данном отношении т к Пу т. е. 
так, чтобы МС • ПС :: т • п. 

Пример II. 

161. Предположим, что кри¬ 
вые М и П представляют собою 
некоторое коническое сечение. 

Общее построение можно заме¬ 
нить тогда другим, значительно 
более простым, если принять во 
внимание одно свойство конических сечений, которое 
доказывается в книгах, посвященных этому пред¬ 
мету. Именно, если провести к коническому сечению 
из точек А и / прямой Еі по две касательных ІМ и 
іПуІт и /я, то все прямые МП у /яя, соединяющие 
точки касания, пересекаются в одной и той же то¬ 
чке Су через которую проходит диаметр ЛС, орди¬ 
наты которого параллельны прямой Еі Отсюда 
следует, что для получения точки С достаточно 
провести диаметр, ординаты которого параллельны 
касательной Еі. 



20 Зак, 2051. — Лопиталь 






306 


г. Ф. ДЕ-ЛОПИТАЛЬ 


Очевидно, что в круге этот диаметр перпендику* 
лярен касательной Еі, т. е. перпендикуляр АВ, опу* 
щенный из центра круга А на эту касательную, пере¬ 
секает прямую МЫ в искомой точке С. 

Замечание. 


162, Посредством этой задачи (черт. 128) можно 
разрешить следующую задачу, относящуюся к методу 
касательных. 

Допустим, что даны три кривых: С, М и УѴ, и 
заставим прямую МЫ катиться по кривой С так, 
чтобы она ее непрерывно касалась. Проведем затем 
через М и Ыу точки ее пересечения с кривыми М 
и Ыі касательные МЬ и ЫЬ, которые пересекутся 
в точке іу описывающей при этом движении четвер¬ 
тую кривую и. Требуется при данной точке каса¬ 
ния С и данных положениях прямых МЫ, Мі 
и Ыі провести ЕЕу касательную к этой кривой. 

Очевидно, что эта задача просто обратная пре¬ 
дыдущей. Здесь МС дано, а искомым является отно¬ 
шение ЕЕ к ЕО, которое определяет положение каса¬ 
тельной ЕЕ, Поэтому, обозначая данное МС через Л, 
получим: 

сс/т + ЬЬ^п * 


откуда 


т — 


ЬЬ^Нп 


асе/-- сс/Н 


следовательно, касательная ЕЕ должна быть располо¬ 
жена внутри данного угла МЕО так, чтобы перпен- 
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дикуляры ЕР к ЕО, опущенные из любой ее точки Е 
на стороны этого угла, находились между собой 
всегда в данном отношении ЬЬ^Н к асе/ — сс/Н. 
А этого можно достигнуть, проведя МО параллель- 

но N1 и взяв его равным - асе/— сс/ Н ' 

Очевидно 161), что если обе кривых М н N 
(черт. 129) образуют вместе одно коническое сечение, 
то достаточно провести касательную ІЕ, параллель¬ 
ную ординатам диаметра, проходящего через точку С. 


20* 



ГЛАВА IX 


РЕШЕНИЕ НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ, СВЯЗАННЫХ 
С ВЫШЕПРИВЕДЕННЫМИ МЕТОДАМИ 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ I 
Задача 



УСТЬ величина ординаты у кривой АМО (черт. 130) 


I I (АР = X, РМ = у, АВ = а) выражается дробью, чи¬ 
слитель и знаменатель которой обращаются в нуль 
при X = а, т. е. когда точка Р совпадает с данной 
точкой В. Спрашивается, какой должна быть при этом 
величина ординаты ВО. 

Пусть имеются две кривых АNВ и СОВ, общей 
осью которых является линия АВ, причем ордината 
РN выражает числитель, а ордината РО — знамена¬ 
тель общей дроби, подходящей для всех РМ, так что 


Очевидно, что обе вти кривые пересекутся в точке В, 
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так как, по предположению, и РЫ и РО обраща¬ 
ются в нуль, когда точка Р совпадает с В. Если 
теперь представить себе ординату Ьй, бесконечно 
близкую к ВО и пересекающую кривые ЛЛ/В и СОВ 
в точках / и то получим; 


ьа 


АВХЬ/ 

Ьё 


9 


ЧТО не отличается 2) от ВО, Значит остается 
найти отношение к Ь/, Но очевидно, что когда 
абсцисса АР обращается в Л5, то 
ординаты РМ и РО обращаются 
в нуль, а когда АР обращается 
в АЬ, ординаты обращаются в и 
Ь§. Отсюда следует, что эти орди¬ 
наты Ь/ и суть диференциалы 
ординат кривых АМВ и СОВ в точ¬ 
ках В \\ Ь, Следовательно, если взять 
диференциал числителя и разделить Черт. 130. 
его на диференциал знаменателя, 
положив х — а = АЬ или Л5, то мы получим искомое 
значение ординаты Ьсі или ВО, Что и требовалось 
найти 

Пример /. 



164. Пусть 


У2а^х--х^ — аѴаах 
а — V 


Очевидно, что при л: = а и числитель и знаменатель 
этой дроби обращаются каждый в нуль, 
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Поэтому надо веять диференциал числителя 
дЗ (іх — 2х^ (іх аа(1х 

3|/ ахх 

и разделить его на диференциал знаменателя 
— 

4 ^ а\х * 

положив л: = а, т. е. разделить — ^асІх\\2і — сіх, 

что дает а для искомой величины ВО, 

Пример //. 

165, Пусть 

_ ай’-ах 

^ а — Ѵах 

Тогда у = 2а при х = а. 

Без применения диференциального исчисления 
этот пример можно решить таким образом. 

Уничтожая иррациоііальность, получаем: 
аахх-\-2ааху—ахуу — 2а?Х'\‘а*‘-\-аауу—2а^у = 0, 
что при делении на х — а сводится к 

аах — -{- 2аау — ауу = 0; 

подставляя а вместо х, находим, как прежде, 
у— 2а. 

Лемма I. 

166- Пусть имеется некоторая кривая ВСО (черт. 131), 
имеющая в точке В касательную АЕ, на которой от- 
мечены две произвольных фиксированных точки А и Е. 
Если прямую АЕ заставить катиться по кривой так, 
чтобы она ее непрерывно касалась^ то очевидно^ что 
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фиксированные точки АиЕ опишут при этом движении 
две кривых АМО и ЕЫН. Опишем произвольным радиу¬ 
сом из центра О дуеу КРЬ и проведем ОЬ параллельно АЕ, 
ОЬ при этом образует с ОК (которая по предположе¬ 
нию совпадает с прямой АЕ, когда она касается кри¬ 
вой ВСО в О) угол кои равный углу АОО, образуемому 
касательными В и О. 

Я утверждаю, что ОК*КРЬ :: АЕ* АМЬіі: ЕКН. 

При этом имеет местокогда точка касания все 
время остается между образующими точками^ а —, когда 
она постоянно находится с какой-либо стороны от них» 



Действительно, если предположить, что прямая АЕ 
при качении по кривой ВСО приходит в два бес¬ 
конечно близких положения ЖСУѴ и тСп, и про¬ 
вести радиусы ОР и ^/, параллельные СМ и С/я, 
то очевидно, что секторы ОР/, СМт и СМп будут 
подобны, и таким образом 

ОР> Р/-.:СМ • Мт:\СМ• Ып-.-.СМ^СМ 
или АЕ • Мт '±:Ып. 
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А так как это имеет место, где бы ни взять точку 
касания С, то радиус ОК относится к дуге 
сумме всех малых дуг Р/АЕ • АМОі!!і:ЕЫНі 
сумме всех малых дуг Мт^Ып. Что и требовалось 
доказать 


Следствие /. 

167. Очевидно, что кривые АМО и ЕМН об¬ 
разованы развертыванием одной и той же кривой 
ВСО и, значит, прямая АЕ всегда перпендикулярна 
к этим двум кривым, где бы она с ними ни пересе¬ 
калась. Поэтому расстояние между ними всегда оди¬ 
наково, что является свойством параллельных линий. 
Отсюда видно, что для данной кривой АМО можно 
найти бесконечное множество точек кривой ЕМН, 
не употребляя ее развертки 5С0, а только проводя 
произвольное число перпендикуляров к этой кривой 
и беря каждый из них равным прямой АЕ. 


Следствие II. 

168. Если обе половины ВС и СО кривой ВСО 
вполне конгруэнтны и если взять прямые ВА и ОН 
равными, то очевидно, что кривые АМО и ЕЫН 
будут конгруэнтны и будут отличаться только распо¬ 
ложением. Отсюда следует, что кривая АМО отно¬ 
сится к дуге круга, КРІ АЕ • ОКу т. е. нахо¬ 
дится к ней в данном отношении. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ //. 

Задача. 

169, Пусть АЕѴ и ВСО (черт. 132) —некоторые кри- 
вые, и третья кривая АМО такова, что при разверти- 
вании кривой ВСО в отрезок кривой ЕМ зависимость 
между отрезками кривых АЕ и ЕМ 
и радиусами развертки ЕС и МО 
выражается некоторым данным 
уравнением. Предлагается провести 
из данной точки М, принадлежа¬ 
щей кривой АМО, касательную МТ. 

Представим себе другой отре- ^ ^ 
зок кривой ет^ бесконечно близ¬ 
кий к ЕМ^ и радиусы развертки 
Сер и ОтІ^ и пусть: 1° СН пер¬ 
пендикулярна к СЕ и пересекает 
ей, касательную к кривой АЕѴ, 
в точке /-/; 2° Мі параллельна 
СЕ и пересекает дугу ОЕ, опи¬ 
санную из центра М радиусом 
МО, в А; 3° ОТ перпендику¬ 
лярна МО и пересекает искомую 
касательную МТ в Т. 

Затем, обозначая данные: АЕ 
через X, ЕМ через у, СЕ через и, 

ОМ через г, СИ через 5, ЕИ через і, дугу Оі через г, 
получим Ее — сіх, ре или Пт = (1и — сіг. Далее, 
из подобия треугольников* еРЕ и ЕСИ следует, что 

СЕ (и) • СИ (5):: Ее {сіг) -ЕЕ^^ 



Черт. 132. 
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СЕ (а ). ЕН {I ):: Ее {йг ). Ее{с1х) = . 

Но согласно лемме (,§ 166) 

/?г — те = — , 

следовательно, 


Ш {Р^Р — те те—МЕ-\- МЕ — МР) = 

г(іх \ , X $(1 г 

= —+<'у+—• 


Значит, из подобия прямоугольных треугольников 
тКМ )\ МОТ имеем: 

тЯ{Лг)-ЯМ{^-^Лу^^-^у.-.Мё(2).0Т = 

(іг ' 

Если в диференциал данного уравнения мы подста- 
вим вместо аи и ах их значения аг и то най¬ 
дем выражение величины через а подставив 

X сіу ^ _ 

его в-^, получим для искомой подкасательной ОТ 

вполне определенное значение, свободное от диферен- 
циалов. Что и было предложено. 

Если предположить, что кривая ВСО стягивается 
в точку О (черт. 133), то очевидно, что отрезок 
кривой МЕ{у) преобразуется в дугу круга, равную 
дуге ОЬ (г), а радиусы развертки СЕ {и) и ОМ (г) 
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оказываются равными между собой, так что ОТ, 
которая в этом случае обращается в ОТ, ока¬ 
жется =у 5 -1- . 


Пример. 


170. Пусть у/ = ^. Диференцирование дает 


(черт. 133): 


г (іх — X 2 


(берется 8) — х сіг вме¬ 


сто -\-хс1г, потому что, при воз¬ 
растании X м Уу г убывает) = 

і (і г -- хсіг , 

= - , если вместо ах под- 

а * 

ставить его значение . Следова¬ 


тельно, 


аз + І2 


І 2 — хг 


Х2 

— подставить 


его 


= у/4-5-1 

если вместо 
значение у. 

Замечание, 

171. Если точка О оказывается 
на оси АВ (черт. 134) и кривая АЕѴ 
есть полукруг, то кривая АМО бу¬ 
дет полуэпициклондой, образован¬ 
ной качением полукруга В8М по равной ему дуге 
круга ВОМу описанного из точки О. Образующая 
точка А оказывается вне, внутри или на окружности 



Черт, 133. 
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подвижного полукруга ВЗЫ в зависимости от того, 
будет ли данное а больше, меньше или равно ОѴ. 

Чтобы доказать это и вместе с тем определить точку В, 
я предполагаю указанные условия, а именно, что кри¬ 
вая АМО есть полуэпициклоида, образованная ка¬ 
чением полукруга ВЗМ, с центром в точке /С, центре 
полукруга АЕѴ, по дуге ВОМ, 
описанной из центра О. Пред¬ 
полагая, что полукруг 55Л/оста¬ 
навливается в таком положении 
ВОЫі при котором образую¬ 
щая точка А попадает в точку 
ЛІ, я провожу через центры 
образующих кругов прямую 
О/С, которая, следовательно, 
проходит через точку прикос¬ 
новения О. Проводя КЗЕу я за¬ 
мечаю, что треугольники ОКЕ 
и ОКМ конгруэнтны, потому что все их стороны 
соответственно равны. Отсюда следует: 1° что край¬ 
ние углы МОК и ЕОК равны и значит углы МОЕ 
и ООВ тоже равны, что дает: 

ОВ-МЕ::ОВ-ОЕ; 

2° что углы МКО и ЕКО также равны, так что из¬ 
меряющие их дуги ОМ и ВЗ тоже равны; это же 
можно сказать о ОВ и 5 іѴ, их дополнениях до 
двух прямых, так как они принадлежат одинаковым 
кругам, а из образования эпициклоиды следует, что 
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дуга ОВ подвижного круга равна дуге ОВ непо¬ 
движного. Следовательно, я буду иметь, что 

ЗЫ- МЕ::ОВ-ОЕ. 

Обозначив затем данные: ОѴ через Ь, КѴ 
или КА через с, неизвестную КВ через и, я получу; 

05 = Ь с — Иу 

а из подобия секторов КЕА и КЗК найду, что 
КЕ{с ). КВ{хі ) :: АЕ{х) • . 


Следовательно, 

05 + с — к) • 05 (г):: Су) = 

___ ихх __ XX 
Ьс -\-сс — си‘~^ а 


Отсюда 


кв {К) 


Ьс-\-сс 
я + с ‘ 


Очевидно, что если взять КВ = ^ н описать 

а с 

из центров /С и О полуокружность ВЗМ и дугу ВОМ, 
то кривая АМО будет полуэпициклоидой, образо¬ 
ванной качением полукруга ВЗК по дуге ВОМ; 
образующая точка ее А оказывается вне, внутри 
или на окружности этого круга в зависимости от 
того, будет ли КѴ (с) больше, меньше или равно 

КВ і т. е. будет ли а больше, меньше или 

равно 0Ѵ(^)- 
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Следствие /. 

/72. Очевидно, что 

ЕМ (у) • АЕ (х ):: 

:: КВ ХОЕ (иг) -ОВхКѴ {Ьс -\^сс — ііс). 

Если предположить, что ОБ становится бесконечной, 
то прямая ОЕ тоже становится бесконечной и ока¬ 
зывается параллельной ОБ, так как нигде с ней не пе¬ 
ресечется; концентрические дуги В ОМ и ЕМ станут 
прямыми, параллельными между собой и перпендику¬ 
лярными к ОБ н ОБ; и прямая ЕМ будет отно¬ 
ситься к дуге АЕ :; КВ • КѴ, так как бесконечные 
прямые ОЕ и ОБ, отличающиеся одна от другой 
только на конечную величину, должны рассматри¬ 
ваться как равные. 

Следствие //. 

173. Из РАВЕНСТВА углов МКО и ЕКО следует, 
что треугольники МКО и ЕКВ будут конгруэнтны, и 
таким образом прямые МО и ЕВ равны между со¬ 
бой, Отсюда видно (§ 43), что, для того чтобы 
через данную точку эпициклоиды М провести пер¬ 
пендикуляр МО, достаточно описать из центра О 
дугу уИБ, а из центра М дугу круга радиусом ЕВ. 
Эта дуга пересечет основание ВОМ в точке О, сое¬ 
динив которую с точкой М, получим искомый 
перпендикуляр. 

Следствие III, 

174. На окружности подвижного полукруга ВОМ 
дана точка 0\ если надо найти точку эпициклоиды М, 
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в которую попадает образующая точка А, когда дан¬ 
ная точка О касается основания, достаточно взять 
дугу равной дуге ВО и, проведя радиус /С5, 
который пересекает окружность АЕѴ в точке 
описать из центра О дугу ЕМ, так как очевидно, что 
эта дуга пересечет эпициклоиду в искомой точке М, 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ///. 

Задача. 

175^ Пусть полуэпициклоида АМО (черт. 135, 136) обра¬ 
зована качением полукруга В^N по равной ему дуге 
другого круга ВС^N, так что пройденные части ВО и ВО 
всегда остаются равными 
между собой. Пусть образу¬ 
ющая точка М взята на диа¬ 
метре ВН вне, внутри или на 
подвижной окружности ВОN. 

Требуется найти на полуэпи- 
циклоиде точку М, наиболее 
удаленную от ее оси 

Предположим, что точка 
М есть искомая точка; ясно 
^7), что касательная 
в М параллельна оси ОЛ, 
так что /ИС, перпендику¬ 
ляр к эпициклоиде, должен 
быть перпендикулярен и к оси, которую он пересе¬ 
кает в точке Р. Если теперь провести ОК через 
центры образующих кругов, то она пройдет через 
точку прикосновения О, Далее, проведя К^ перпен- 
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дикулярно уИ(7, мы образуем равные углы ОКі и 
ООВ\ следовательно, дуга /О, вдвое большая дуги, 
измеряющей угол О/С/-, относится к дуге ОВ^ изме¬ 
ряющей угол ООВу как диаметр ВМ к радиусу ОВ. 
Поэтому, для того чтобы определить на полуокружности 
ВОМ точку О, где она касается дуги, которая ей слу¬ 
жит основанием, когда образующая точка М наиболее 



удалена от оси, надо разделить полуокружность ВОА/ 
точкой О таким образом, чтобы, при проведении 
через данную точку М хорды /О, отношение дуги /О 
к дуге ВО было равно данному отношению В/Ѵ 
к ОВ, Стало быть вопрос сводится к задаче обык¬ 
новенной геометрии, которая всегда может быть ре¬ 
шена геометрическим путем, если данное отношение 
есть отношение двух чисел, и притом при помощи 
линий с уравнением более или менее высокого 
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измерения в зависимости от большей или меньшей 
сложности отношения. 

Если предположить, что радиус ОВ становится 
бесконечным, что имеет место, когда основание ВОЫ 
обращается в прямую линию, то дуга ІО будет бес¬ 
конечно малой по сравнению с дугой ОВ. Отсюда 
видно, что в этом случае секущая МІО становится 
касательной Ж Г, когда образующая точка М попа¬ 
дает вне подвижного круга, и что наиболее удаленная 
от оси точка не может существовать, когда точка /V/ 
попадает внутрь его. 

Когда точка М попадает на окружность в /V, 
достаточно разделить полуокружность 5 ОУѴ точкой О 
в данном отношении ВМ к ОВ, Действительно, най¬ 
денная таким образом точка О будет той точкой, 
в которой подвижной круг ВОМ касается основания, 
когда образующая точка совпадает с искомой точкой. 

Лемма II, 

П6. Я УТВЕРЖДАЮ, что во всяком треугольнике ВЛ(- 
(черт. 137), в котором угли АВС, АСВ и САО, дополня¬ 
ющий до двух прямых тупой угол ВАС, бесконечно малы, 
эти углы относятся 
между собой, как про- 
тиволежащие им сто¬ 
роны АС, АВ и ВС. 

Действительно, если 
около треугольника 
ВАС описать круг, то дуги /1С, АВ, ВАС, изме¬ 
ряющие углы, вдвое большие данных, будут беско- 



21 Зак. — Лопиталь 
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печно малы и, следовательно, не будут отличаться 3) 
от своих хорд. 

Если стороны АС, АВ и ВС треугольника ВАС 
не бесконечно малы, а имеют конечную величину, то 
описанный круг должен быть бесконечно большим, 
так как дуги АС, АВ и ВАС, имеющие конечную вели¬ 
чину и измеряющие бесконечно малые углы, должны 
быть бесконечно малы по сравнению с этим кругом. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ IV. 

Задача. 

/77. При прежних условиях найти на каждом пер¬ 
пендикуляре МО точку С его прикосновения к развертке 
эпициклоиды (черт. 135, 136). 

Представив себе другой перпендикуляр т§, бес¬ 
конечно близкий к уИО и, следовательно, пересекаю¬ 
щийся с ним в искомой точке С, проведем пря¬ 
мую От и, взяв на окружности подвижного круга 
малую дугу равную дуге 0^ неподвижного круга, 
проведем прямые /§*, 0§. Если рассматри¬ 

вать далее малые дуги 0^ и 0^ как малые прямые, 
перпендикулярные к радиусам и 0§, то очевидно, 
что, когда малая дуга подвижного круга 0^ падет 
па дугу неподвижного О^, образующая точка М 
совпадет с т, а треугольник ОМ§ — с треугольни¬ 
ком От§. Отсюда видно, что угол МОт равен 
углу ёОё= действительно, при приба¬ 

влении к обеим сторонам [равенства] углов КОё 
и ООё получаются два прямых. 
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Обозначая теперь данные: 00 через КО че¬ 
рез а, ОМ или От через т, 01 или через п, 
находим: 

1°(^ 176) 

00 . КО :\ОКё • 00^ 

и 

00(й). ОО+ОА: или ОК{Ь-\-а):: 

:: ОКё . ОКё + 00^ или МОт = ОКё; 

. 2“ (§ 176) 

Іё.МІУ.ОМ^.МёІ 

и 

МІ или Л/0 (т). /^(л):: 
::ОМ§±М^1 или 01^ чт ^ ОКк • ОМ^ 
или Опщ’^,^ОКі\ 

3® (там же) угол МСт или МОт — Опщ 

(4 “'*) •: ("Ч ■ 0“ = 

_ Ъгпп 

2ат 2Ьт — Ьп * 


Следонательно, искомый радиус развертки МС 
. 2атт 4 - 2Ьтпг 

удет 2Ьт — Ьп 

Если предположить, что радиус 00 {Ь) неподвиж¬ 
ного круга становится бесконечно большим, то окруж¬ 
ность становится прямой линией; уничтожая члены 
2атт и 2а///, так как они ничто по сравнению 
с другими: 2Ьтт и 2Ьт — Ьп, мы получим, что 


МС 


2піт 
2т — п 


21* 
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Следствие /. 

178. Из того, что угол = ОКё 

дуги различных кругов находятся между собой в от¬ 
ношении, составленном из радиусов и измеряемых 
ими углов, следует, что 

0§. Мт ::КО X ОК? ■ МО X ОК^- 
Следовательно, 

КОХМт = ^МОхО^ 

ИЛИ (что то же самое) 

КОхМт.МСхО^:: ОК(а + д). 00{Ь\ 

что представляет собою постоянное отношение. От¬ 
сюда видно, что величина отрезка АЛ1 полуэпици¬ 
клоиды . АЛЮ зависит от суммы произведений, 
ЛЮХО^ вдоль дуги ОВ; г. Паскаль доказывает 
это для циклоид, имеющих основанием прямые линии. 

Г. Вариньон открыл это же свойство путем, совер¬ 
шенно отличным от приведенного. 

Следствие II, 

179, Когда образующая точка М (черт. 135) 
попадает вне окружности подвижного круга, то воз¬ 
можны только три следующих случая. Действительно, 
при проведении касательной УИГ, точка касания О 
может попасть: либо 1° на дугу ТВ, как и предпо¬ 
лагалось в выкладках и на чертеже; тогда 

/ 2атт + 2Ьтт \ 
^(^[2аТп--+2Ь^п) 
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всегда будет больше МО(/п); либо 2® в точку 

касания Г; при этом ^ так 

как ІСі {п) исчезает; либо 3® на дугу ТМ\ тогда ве¬ 
личина 01 (п) из положительной становится отрица¬ 


тельной и ЖС = 


2атт -}- 2Ьтт 
2ат-^2Ьт-\~ Ьп^ 


так что МС 


будет 


меньше МО [т) и всегда положительна. Отсюда видно, 
что во всех этих случаях величина радиуса развертки 
МС всегда положительна. 


Следствие III. 


180. Всегда, когда образующая точка Л1 (черт. 136) 
оказывается внутри Ъкружности подвижного круга, 
2атт-\-2Ьтт 

2ат-\-2Ьт-^Ъп ^ случиться, 

что Ьп больше 2ат-\-2Ьту и таким образом вели¬ 
чина радиуса развертки МС отрицательна. Отсюда 
видно, что если она перестает быть* положительной 
и становится отрицательной, как это случается (§81), 
когда точка М есть точка перегиба, то необходимо 
Ьп = 2апі-\-2дт\ и следовательно, 


МІ X МО{тп — тт) — 


2атт + Ьтт 
Ь 


Обозначив данную КМ через с, мы получим из свой¬ 
ства круга; 


МІХМ0[ -ВМXМN^ап-сси 
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И значит неизвестная 


МО ■ 


ааЬ — Ьсс 


2а-\-Ь 


Следовательно, если из данной точки уИ как из 



центра описать круг радиусом МО = 


то он пересечет подвижной круг в точке О, в кото¬ 
рой он касается неподвижного круга, служащего ему 
основанием, когда образующая точка Л/ попадает 
в точку перегиба Р. 

Если провести уИ/? перпендикулярно ВМу то оче¬ 
видно, что при этом МО { л/' 7 1 - ^ . - . \ будет мень- 

V г 2а -\' Ь / 

ше мщу аа-- сс)\ МО будет равна МІ^у когда Ь 
бесконечно велико, т. е. когда основание эпициклоиды 
обращается в прямую линию. 

Следует заметить, что, для того чтобы круг, опи¬ 
санный радиусом МОу пересекал подвижной круг. 



надо, чтобы МО была больше Л'ІЛ/у т. е. 


аа 


больше а — с, и значит /(М(с) — больше • 

Отсюда ясно, что для существования точки перегиба 
у эпициклоиды АМО надо, чтобы КМ была 

меньше Л7Ѵ и больше . 

Лемма III. 

І8І. Пусть в ісаждом из треугольников АВЬ и СОсІ 
(черт. 138) стороны ВЬ и Осі бесконечно малы по сравне¬ 
нию с другими. Я утверждаю, что отношение тре- 
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угольника АВЬ к треугольнику СОсі составлено из отно¬ 
шений угла ВАЬ к углу ОСсі и квадрата стороны АВ 
или АЬ к квадрату стороны СО или Ссі. 

Действительно, если опи¬ 
сать из центров А \\ С ра¬ 
диусами АВ н СО круговые 
дуги ВЕ и ОЕ, то очевидно 
2), что треугольники АВЬ 
и СОсі не будут отличаться 
от круговых секторов АВЕ 
и СОЕ. Значит, и т. д. Если 
стороны АВ и С/) равны, треугольники АВЬ и СОсі бу¬ 
дут относиться между собой, каких углы ВАЬ и ОС(і. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ К 
Задача. 

182. При прежних условиях и предполагая известной 
квадратуру круга, найти квадратуру пространства 
МОВА (черт. 135), заключенного между перпендикулярами 
к эпициклоиде МО и ВЛ, дугой О В и отрезком АМ 
полуэпициклоиды ЛМО. 

Угол ОМр^ относится к углу 

МОті^ОКё], 

как І8І) маленький треугольник МОц^ имеющий 
основанием дугу подвижного круга к малень¬ 

кому треугольнику или сектору ОМпц следовательно, 



Черт. 138. 
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обозначая МІ через р и подставляя вместо т его 
значение р-\-п, сектор 

ОМт^^МО^Х-'І;- = МО^+ Щ^ МОё- 


Далее 181) отношение маленького треугольника 
или сеістора КО§ к маленькому треугольнику МО}; 
составлено из отношения квадрата КО к квадрату 
МО и угла ОК^ к углу ОМ^, т. е. 

::ааХ ОКё • X ^ ОКё 


И, следовательно, маленький треугольник 


МО§ = 


тп 

2аа 


КОё. 


Подставляя это значение вместо треугольника МО^ 
в Жполучим, что сектор 

ОМпі= МОё-і- КОё. 

Но, по свойству круга, 

ОМ X М/(р/п) — ВМ X МN {сс — аа), 

т. е. постоянной величине, которая остается неиз¬ 
менной, где бы ни находилась образующая точка М. 
Следовательно, ОМт-\- МОё или тОё, т. е. малая 
площадь эпициклоиды 

ОМтё=- МОё+ 

Так как ОМгпё есть диференциал площади эпицикло¬ 
иды МОВЛ, МОё —диференциал пространства МОВ, 
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ограниченного прямыми АІО и /ИВ и дугой 05, 
и наконец малый сектор есть диференциал 

сектора КОВ, то 96) площадь эпициклоиды 


МОВА = МОВ 4- « + ^ Х^с-ад 

Ь * ааЬ 


Что и требовалось найти. 

Если образующая точ¬ 
ка М (черт. 139) оказы¬ 
вается вне окружности 
подвижного круга ВОК, 
а точка касания О попа¬ 
дает на дугу N7, то оче¬ 
видно, что перпендику¬ 
ляры /ИО и пересе¬ 
каются в точке С и что 
гп—р — п {§ 180). По¬ 
этому, если подставить, 
как и прежде, вместо ма¬ 
лого треугольника /ИО^ 
малый сектор 



тп , 

величину 1\0§, то 


0Мт=-2і^ мое+Щ^мое= 


н, следовательно, подставляя вместо рт его значение 
сс — аа, О Мт — МО^ или тО^, т. е. 


МСт — ОС^— 


1а—ЪЪ.,^ I а + А>Хсс —аа 
--- 


К08. 
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Предположим, что ТИ есть положение касатель¬ 
ной ТМ подвижного круга, когда его точка Т ка¬ 
сается основания в точке Т\ тогда очевидно, что 

МСт — ОСё == МОТН— пщТН, 

т. е. диференциалу пространства МОТНу и что МО^ 
есть диференциал МОТу ^ также диференциал 
КОТ. Значит (§ 96)у пространство 

МОТН = — МОТ-\- кот. 

Но, как уже доказано, пространство 

НТВЛ = МТБ -Ь ктв. 

Следовательно, во всех случаях и всегда пространство 

МО в А (МОТН-{-НТВА) = МТБ— МОТ 

или МО В 4- КОТ^КТВ или КОВ. 

Итак, все пространство ОМВА (черт. 135), заклю¬ 
ченное между двумя перпендикулярами к эпициклоиде 
ОМ и ВА, дугой круга ВОЫ и полуэпициклондой 

АМО, будет = 25^^ 4 - КМОВ ; 

дейстрительно, и сектор КОВ и часть круга МОВ 
обращаются в полукруг, когда точка касания О 
попадает в точку М 
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Когда образующая точка М (черт. 136) попадает 
внутрь подвижного круга, надо в предыдущие фор¬ 
мулы вставить аа—-сс вместо сс — аа, потому что 
тогда ВМ X Л1Ы =аа — сс. 

При с = а получим квадратуру эпициклоид, обра¬ 
зующая точка которых лежит на окрзокности подвиж¬ 
ного круга, а предположив Ь бесконечно большим, 
получим квадратуру циклоид, имеющих основаниями 
прямые линии. 

Другое решение. 

183. Опишем радиусом ОО дугу ОѴ и на диа¬ 
метрах АѴ и ВN построим полукруги АЕѴ и В8М 
(черт. 140). Описав из 
центра О произволь¬ 
ную дугу ЕМі заклю¬ 
ченную между ‘ полу¬ 
кругом АЕѴ и полу¬ 
эпициклоидой АМОу 
проведем ординату ЕР. 

Требуется найти квад¬ 
ратуру пространства 
АЕМу заключенного 
между дугами АЕ и ЕМ 
и Л/И, отрезком полу¬ 
эпициклоиды АМО. 

Для этого возьмем 
близкую к ЕА\ - и концентрическую с ней, другую 
ординату ер и еи;е другую Ое^ пересекающую 
в точке Е продолженную (если нужно) дугу МЕ, 



другую дугу епіу бесконечно 
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Обозначив переменные: ОЕ через > 2 :, ѴР через 
дугу АЕ через х, а постоянные, как прежде: ОБ че¬ 
рез КВ или /ОѴ через а, КѴ или КА через с, 
получим: Ее = йг\ Рр = с1п\ ОР = а-{-Ь — с-\-и\ 


ахг 


РЕ'^—Ісіі — Піі\ дуга ЕМ {§ 172) = —^, 

следовательно, прямоугольник, образованный дугой 
ЕМ и маленькой прямой Еву т. е. (§ 2) малое про¬ 
странство 

ЕМте^ 


ахг (іг 


Ьс 


Из прямоугольного треугольника ОРЕ имеем, что 
гг = аа-{- 2ад -\-ЪЬ — 2ас—ЧЬс -\-сс-{- 2аи -|- 2Ьи-, 
диференцмал этого есть: 

г(1г = а йи Ь йи., 

1 ахг йг 

Подставляя эту величину вместо гаг в ——, по¬ 
лучим, что малое пространство 

ОС 

Если теперь качением полукруга АЕѴ по прямой 
ѴТу перпендикулярной к КЛ, описать полуциклоиду 
АИТ и продолжить ординаты РЕ и ре до пересече¬ 
ния с ней в точках Н и Л, то очевидно, что {§ П2) 
ЕН X Ррі т. е. малое пространство 

ЕННе — хйіѴу 

и значит 


ЕМте • ЕИНе{х сіи ) :: аа-{-аЬ . Ьс. 
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А это отношение постоянно. Так как это имеет 
место, где бы ни взять дугу ЯЖ, то сумма всех ма¬ 
лых пространств ЕМтву т. е. пространство АЕЛ1, 
относится к сумме всех малых пространств ЕННе, 
т. с. к пространству АЕН \\ аа~\- аЬ , Ьс. Но мы уже 
имеем {§ 99) зависимость между квадратурой про¬ 
странства АЕН и квадратурой круга, а следовательно, 
имеем и квадратуру искомого пространства АЕМ» 
Это же можно доказать без всяких выкладок, как 
я это показал в Асіез йе Ееурзіс от августа 
месяца 1695 года. 

Квадратуру пространства АЕН можно найти и 
не прибегая к 99, Действительно, если докончить 
прямоугольники Р^ и получается: 

или ИР . Рр или рН :: ЕР . РА или /У^, 

потому что 18) касательная в /7 параллельна 
хорде АЕу и, следовательно: 

Н^X^д-=^ЕРXРр> 

т. е. малые пространства И^дI^ и ЕРре всегда 
равны между собой. Отсюда следует, что простран¬ 
ство Л/7^, заключенное между перпендикулярами 
А^ и ^77 и отрезком АН полуциклоиды Л/77’, 
равно пространству ЛЯЯ, заключенному между пер¬ 
пендикулярами АР и РЕ и дугой АЕ. Стало быть 
пространство АЕН равно прямоугольнику Р^ минус 
удвоенная часть круга АРЕ, т. е. прямоугольнику, 
построенному на РЕ и КА плюс или минус прямо- 


334 


Г. Ф. де-ЛопнТаль 


угольник, построенный на КР и дуге АЕ^ в зави¬ 
симости от того, окажется ли точка Р ниже или 
выше центра* Следовательно, искомое пространство 


аем=^^^^рехка±крхае. 

ос 


Следствие /. 


184. Когда точка Р попадает в К, прямоугольник 
КР X ЛЕ исчезает, а прямоугольник РЕ X КА стано¬ 
вится равным квадрату КА. Отсюда видно, что в этом 
случае пространство 


о 


и, следовательно, оно абсолютно квадрируемо, незави 
симо от квадратуры круга. 


Следствие II. 


185. Если прибавить к пространству АЕМ сектор 
АКЕу то пространство АКЕМ, заключенное между 
радиусами АК и КЕ^ дугой ЕМ и отрезком АМ 
полуэпициклоиды АМОу равняется (когда точка Р 
попадает выше центра К)- 


Ьсс + 2аас 2аЬс — 2аои — 2аЬи 
2Ьс 


АЕ-І^ 



следовательно, взяв 


т/р/, л ^ 2аас + 2аЬс-{-Ьсс 
^ ^ 2аа + 2аЬ 








Анализ бесконечно малых 


335 


что обращает в нуль величину 

Ьсс 4* + 2аЬс — 2ааіі — 2аЬіі ^ 

получим, что пространство 

АКЕМ = РЕ X КА. 

Отсюда видно, что его квадратура также не зависит 
от квадратуры круга. 

Очевидно, что из всех пространств АЕМ и АКЕМ 
только два сейчас упомянутых обладают абсолютной 
квадратурой. 

Предупреждение. 

Все доказанное только что по отношению к эпици¬ 
клоидам относится также и к гипоциклоидам, т. е. 
к таким циклоидам, подвижной круг которых катится 
по неподвижному изнутри. При этом радиусы КВ (а) и 
КѴ (с) из положительных становятся отрицательными, 
и поэтому в предыдущих формулах надо переменить 
знаки при членах нечетного измерения относительно 
а « с 180 ), 

Замечание. 

186 . Существуют некоторые кривые, которые ка¬ 
жутся имеющими точку перегиба и, однако, ее не 
имеют; так как это может представить кое-какие 
затруднения, я считаю уместным объяснить это на 
примере. 

Пусть природа геометрической кривой N^N 
(черт. 141) выражается уравнением: 





ззс 
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В котором, как это ясно: 1° при х — а, РЫ{г) 
исчезает; 2° при х, большем а, величина г положи¬ 
тельна и, наоборот, при Ху меньшем а, она отрица¬ 
тельна; 3° при х = Ѵт аа величина РіѴ беско¬ 
нечно велика. Отсюда видно, что кривая N^N про¬ 
ходит по обе стороны от своей оси, пересекая ее 

в точке О, для которой 
АО = а, и что она имеет 
асимптотой перпендику¬ 
ляр ВОу проведенный че¬ 
рез точку Ву для которой 

Л/? = -|/'-у аа. 

Опишем теперь дру¬ 
гую кривую ЕОР так, 
чтобы, при произвольно 
проведенном перпендику¬ 
ляре МРМ прямоугольник, построенный на ординате 
РМ и постоянной всегда был равен соответ¬ 

ствующему пространству ОРЫ. Ясно, что если обозна¬ 
чить РМ через у и продиференцировать, то получится: 

АО X Рпі {а сіу) — 

= МРрп „л„ NР X Рр ( у г. --] • 
следовательно, 

/?/п (а[у). Рр или І^М {(іх) :: РN . АО, 

Отсюда следует, что кривая ЕОР касается асимптоты 
ВО, продолженной по другую сторону В, в точке Е 
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и касается оси АР в точке О и, таким образом, 
должна иметь точку перегиба в О, Однако 78) 
для радиуса развертки мы находим величину 


— 2аа * всегда отрицательна и становится 

равной-когда точка Л1 попадает в от¬ 


сюда следует заключить 5/), что кривая, прохо¬ 
дящая через все точки М, по¬ 
стоянно обращена выпуклостью к 
оси АР и что она не имеет точки 
перегиба в О. Как же все это со¬ 
гласовать? Вот объяснение. 

Если взять РМ с той же сто¬ 
роны, что и РN, то образуется 
другая кривая ООН, которая со¬ 



Черт. 142. 


вершенно подобна ЕОР и должна составлять ее часть, 
так как происхождение их обеих одинаково. Если 
это так, то надо думать, что частями, составляющими 
всю кривую, являются не ЕОР и ООН, как казалось, 
а ЕОН и СОЕ, которые соприкасаются в точке 0\ 
при этом последнем предположении все совершенно 
согласуется. Это подтверждается еще следующим 
примером. 

Пусть кривая ОМО (черт. 142) имеет уравнение: 


у^ = х^-\- аахх — {АР = х, РМ =у)- 

Из этого уравнения следует, что вся кривая состоит 
из двух частей ЕОН и ООЕ, противолежащих одна 


22 Зак. 2051. — Лопиталь 
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другой, как в обыкновенной гиперболе, так что 
расстояние между ними 

ОО или 2АО = \^ — 2аа'\-2У. 

При предположении, что Ь исчезает, расстояние 
О О (черт. 143) исчезает тоже, и, следовательно, 
обе части ЕОН и ООР соприкасаются в точке 0\ 
^ ^ таким образом можно было бы пола- 

\ У гать, что эта кривая имеет в точке 

р О точку перегиба или возврата в за- 

Л висимости от того, представлять ли 

Уі себе, что ее части суть ЕОР и ООН 

или ЕОО и НОР. Но легко разо- 

Черт. 143. 

браться в этом, если найти радиус 
развертки; он окажется всегда положительным и бу- 

дет в точке О равен — а. 

Можно мимоходом заметить (черт. 141), что квад¬ 
ратура пространства ОРМ зависит от квадратуры 
гиперболы или (что сводится к тому же) от спря¬ 
мления параболы, и что отрезок кривой ОМР удовле¬ 
творяет условиям задачи, предложенной г. Бернулли 
во втором томе „Зирріётепз йез Ас1е$ бе Ьеурзіс", 
стр. 291131). 






ГЛАВА X 

НОВЫЙ СПОСОБ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ДИФЕРЕНЦИАЛЬ- 
НОГО ИСЧИСЛЕНИЯ ДЛЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ КРИВЫХ, 
ИЗ КОТОРОГО выводится МЕТОД гг. ДЕКАРТА 
И ГУДДЕ 

Определение 

П УСТЬ кривая АВО такова (черт. 144, 145, 146), 
что линии КМЫ, параллельные ее диаметру АВ, 
пересекают ее в двух точках УИ и /V, и пусть отсе- 



Черт. 144. 


Черт. 145. 


ченная часть МЫ или становится бесконечно 
малой. В таком случае она будет называться диферен- 
циалом абсциссы АР или КМ. 


22* 
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Следствие /. 


187. Очевидно, что, когда отрезок МЫ или Р^ 
становится бесконечно малым, каждая из абсцисс АР 
н становится равной АЕ и точки /И и Л/^ со¬ 
единяются в одну точку при этом ордината ЕО 
есть наибольшая или наименьшая из всех ей подоб¬ 
ных РМ и N^. 


Следствие II. 

188. Очевидно, что из всех абсцисс АР только АЕ 
имеет диференциал, потому что только в этом слу¬ 
чае Р^ становится бесконечно малой. 

Следствие III, 

189. Если обозначить неопределенные: АР или КМ 
через л:, РМ или А К через то очевидно, что 

при неизменном АК іу) 
должны существовать два 
различных значения х, а 
именно КМ и КЫ или 
АР и А^. Поэтому, для 
того чтобы одна и та же 
неизвестная х, обознача¬ 
ющая корни уравнения, выражающего природу кри¬ 
вой АОВ (так как у рассматривается как известная), 
могла имеіь различные значения, уравнение это 
должно быть свободным от иррациональностей. Это 
надо иметь в виду в дальнейшем. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ /. 
Задача. 


190» Природа геометрической кривой АОВ известна. 
Определить наибольшую или наименьшую из ее орди¬ 
нат ЕО. 

Если продиференцировать уравнение, выражающее 
природу кривой, обращаясь с у/, как с постоянным, 
а с X — как с переменным, то, очевидно, получится 
188) новое уравнение, одним из корней которого х 
является такая величина АЕ^ что ордината ЕО будет 
наибольшей или наименьшей из всех ей подобных. 

Пусть, например, х^-\- у^ = ах^, Диференциал 
этого, если считать х за переменное, а у/ за постоян¬ 
ное, дает: 


Зл:л: их = ау их, 


и, следовательно, 



При подстановке этого значения вместо у в уравне¬ 
ние кривой х^-\-у^ — сіху для д: получается такая 



ордината ЕО будет 


величина 


наибольшей из всех ей подобных, как это уже было 
найдено в ^ 48. 

Очевидно, что так определяются не только те 
точки О, в которых ординаты ЕО перпендикулярны 
или касательны к кривой АОВ, но также и те точки О, 
в которых ординаты наклонны к кривой, т. е. точки 
возврата первого и второго рода. Отсюда видно. 


342 


Г. Ф. ДЕ-ЛОПИТАЛЬ 


что этот новый способ рассматривать диференциалы 
при исследовании геометрических кривых в некоторых 
случаях более прост и удобен, чем (гл. III) первый 

Замечание, 

191. Можно заметить, что в кривых, имеющих точку 
возврата, линии РМ (черт. 146), параллельные АК^ 
пересекаются с кривой в двух точках уИ и О, так 
же как и КМ^ параллельные ЛР, — в точках уИ и 
Ыу и значит, при одном и том же АР{х)у у имеет 
два различных значения: РМ и РО. Поэтому при 
диференцировании уравнения, выражающего природу 
этой кривой, можно обращаться с х как с постоян¬ 
ной, а су — как с переменной. Отсюда видно, что 
если при этом диференцировании считать х \\ у пе¬ 
ременными, то надо, чтобы все члены, на которые 
умножается сіх с одной стороны, и все, на которые 
умножается йу с другой, были равны нулю 
Следует иметь в виду, чтобы йх и йу обозначали 
здесь разности двух ординат, выходящих из одной 
и той же точки, а не (как раньше в гл. III) 
разности двух бесконечно близких ординат ^^4). 

Следствие, 

192, Если продиференцировать, предварительно упо¬ 
рядочив его, уравнение кривой с одной только неиз¬ 
вестной переменной х, то очевидно: 1® что при этом 
лишь помножают каждый член на показатель степени 
при X и на диференциал сіх и делят его затем на х\ 
2® что этим умножением на сІХу так же как и деле- 
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нием на х, можно пренебречь, так как они одинаковы 
для всех членов; 3° что показатели степени при х 
образуют арифметическую прогрессию, первый член 
которой есть показатель наибольшей степени, а по¬ 
следний— нуль, так как по предположению недоста¬ 
ющие члены уравнения отмечены звездочкой 

Пусть, например, —ауА;~|-_у^ = 0. Если по¬ 
множить каждый его член на член арифметической 
прогрессии 3, 2, 1, 0, то образуется новое уравнение 
3х^.--аух = 0. 

л'З ★ — аух -1- = о 

3, 2, 1. о 

★ — аух ★ = 0. 

За* с 

Отсюда у = так же, как это получилось бы 

при диференцировании обычным способом. 

Теперь я утверждаю, что вместо арифметической 
прогрессии 3, 2, 1, о можно воспользоваться любой 
другой арифметической прогрессией /;г-1-3, /гг-}-2, 
//г-}-о или т (через т обозначено произ¬ 
вольное число, целое или дробное, положительное 
или отрицательное). Действительно, при умножении 
х^ 'к — аух -\-у^ = 0 на х^^ получается ★ 

и т. д. = 0; все члены чего для получения диферен- 
циала должны быть помножены на соответствующие 
члены прогрессии /гг-]-3, //г-1-2, т. 

т 3, т + 2, т 

к 


т + За'''+^ 


— ш + 1 ту^х^^ = 0. 
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Это дает: 

т + Ъх — т-\-\ -[■ ^пу^х”* == О; 

деля на х^’*, получаем: 

т 4- Зх® — от + 1 аух + ту^ = 0. 

Это можно было найти и сразу простым умножением 
предложенного уравнения на прогрессию т-\-Ъ, 
от-}- 2, от-}-1, от 1®®). 

Если от = — 3, прогрессия будет: 

о, — 1 , -2, -3, 

а уравнение 

2аух — 3^/3 = 0. 

Если т— — 1, прогрессия будет: 

2, 1, О, —1, 

а уравнение 

2х^—у^ = 0. 

Можно переменить знаки при всех членах про¬ 
грессии, т. е. вместо О,— 1, — 2, — 3 и 2, 1,0, — 1 
можно взять О, 1, 2, 3 и — 2, —1, О, 1, потому 
что при этом только меняются знаки всех членов 
нового уравнения, которое должно быть приравнено 
нулю. В самом деле, вместо 

2а_уА: — 3_уЗ = 0 и 2л:®—_у® = 0 

получится: 

— 2аух-\-Ъу^ = 0 и — 2л:®-}-^з = О, 


что то же самое. 
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Очевидно, что все доказанное нами для этого 
примера применимо таким же способом и ко всем 
остальным. Отсюда следует, что если упорядочить 
уравнение, которое должно иметь два равных корня, 
и помножить все его члены на члены произвольной 
арифметической прогрессии, то получится новое урав¬ 
нение, которое будет иметь среди своих корней один 
из двух равных корней первого уравнения. По тому 
же правилу, если это новое уравнение должно снова 
иметь два равных корня и если помножить его на 
арифметическую прогрессию 70 получится третье 
уравнение, которое будет иметь среди своих корней 
один из двух равных корней второго и так далее. 
Таким образом, если помножить уравнение, имеющее 
три равных корня, на произведение двух арифметиче- 
ских прогрессий ^8®), то получится новое уравнение, 
которое будет иметь среди своих корней один из трех 
равных корней первого уравнения; точно так же, 
если уравнение должно иметь четыре равных корня, 
его надо помножить на произведение трех ариф¬ 
метических прогрессий; если пять, то на произведение 
четырех и т. д. 

В этом как раз и состоит метод г. Гудде^з®). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ //. 

Задача. 

193. Из данной точки Т (черт. 147) на диаметре АВ или 
из данной точки Н на линии АН, параллельной орди¬ 
натам, провести касательную ТИМ. 
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Проведем через точку касания А1 ординату ЖР 
и обозначим данные: АТ через 5, АН через 
а неизвестные: АР через х, РМ через у. Из подо, 
бия треугольников ТАИ и ТРМ следует, что 

8І 4- іх 



При подстановке этих значений вместо у или л: 
в данное уравнение, выражающее природу кривой 
АМО, получается новое урав- 
нение, уже не содержащее у 
или X. 

Если теперь провести пря¬ 
мую линию ТО, которая пере- 
. сечет прямую АН в О и кри¬ 
вую АМО в двух точках N \\ О, 
и из последних опустить орди¬ 
наты УV^ и ОВ, то очевидно, что, поскольку і в преды¬ 
дущем уравнении выражает АО, х или у будут иметь 
два значения: и АВ или /V^ и ОВ, которые 

становятся равными между собой и равными искомой 
АР или РМ, когда I выражает АН, т. е. когда се¬ 
кущая ТНО становится касательной ТМ. Отсюаа 
следует, что это уравнение должно иметь два равных 
корня. Поэтому его надо умножить на произвольную 
арифметическую прогрессию и повторить это, если 
нужно, умножая это же самое уравнение на другую 
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произвольную арифметическую прогрессию, для того 
чтобы путем сравнения получившихся уравнений 
можно было найти такое, которое содержало бы только 
неизвестную х или у и данную 5 или I. Следующий при¬ 
мер в достаточной мере разъясняет этот метод 

Пример, 

194 . Пусть уравнение, выражающее природу кривой 
Л/ИД будет ах—уу. Если подставить вместо л; его 

значение у , получится [уравнение] іуу и т. д., 
которое должно иметь два равных корня. 

Іуу — азу + = О 

1 , 0,-1 

Іуу ★ — а8І = о, 

Поэтому, умножая по порядку все члены на члены 
арифметической прогрессии 1, 0, — 1, найдем 

а$=уу = ах и, следовательно, АР{х) = 8. Отсюда 
видно, что если взять АР —АТ и провести ординату 
Р/И, то линия ТМ будет касательной в Ж. Если 
вместо АТ{8) дано АН {і\ надо умножить то же 
самое уравнение іуу и т. д. на другую прогрессию 
о, 1, 2; в результате получится искомая РМ{у) = 2і. 

То же построение можно получить, подставляя 

$і “4” іх 

в ах = уу, вместо у его значение ——. Тогда 
получится Ііхх и т. д.; умножив члены этого урав¬ 
нения на 1, о, —1, мы найдем хх = 55 и, следова- 
тельно, АР{х)~5. 
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195, Если предположить, что точка касания М дана 
и надо найти точку Т или /У, в которой касательная 
МТ пересекает диаметр АВ или линию АН, парал¬ 
лельную ординатам, то достаточно в последнем урав¬ 
нении, которое выражает значение неизвестной х или 
у через данную 5 или і, рассматривать эту послед¬ 
нюю как неизвестную, а х или у как данную. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ III, 

Задача. 

196 ^ Природа геометрической кривой АРО (черт. 148) 
известна. Определить ее точку перегиба Р. 

Проведя через искомую точку р ординату РЕ и 
касательную РЕ, а через точку А (начало отсчета х) 
АКу параллельную ординатам, и обозначив неизвест¬ 
ные: ЬА через 5, АК через і, АЕ через х, ЕР 
через у, мы снова получим из подобных треуголь¬ 
ников ЕАК и ЕЕР, что 

$і + /л: 5у — $і 

у = и х = 

Поставив эти значения вместо у или х в уравнение 
кривой, мы получим новое уравнение, в которое у или 
X уже не войдут, так же как и в предыдущем пред¬ 
ложении. 

Если теперь провести прямую ТО, которая пере¬ 
секает прямую АК ^ Н, касается кривой АРО в М 
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и пересекает ее в и опустить ординаты МР и 
ОВу то очевидно, что: І*" когда 5 выражает Л Г, 
а і выражает АН у то найденное уравнение должно иметь 
два одинаковых корня, равных {§ 193) АР или РЖ, 
в зависимости от того, что исключается: у или х, и 
один отличный корень АВ 
или ВО\ 2° когда 5 выра¬ 
жает Аіу а і выражает АК, 
точка касания Ж сливается 
с точкой пересечения О в 
искомой точке Р, так как 
{§ 67) в точке перегиба Р 
касательная ЬР и касается 
кривой и пересекает ее; следовательно, значения х, 
т. е. АР и АВу или значения уу т. е. РМ и ВО, 
становятся равными между собой, и именно равными 
каждое искомой АЕ или ЕР. Отсюда следует, что 
это уравнение должно иметь три равных корня. По¬ 
этому его надо умножить на произведение двух про¬ 
извольных арифметических прогрессий и повторить 
это^ если нужно, умножая его на другое произведение 
двух арифметических прогрессий, для того чтобы пу¬ 
тем сравнения получающихся уравнений можно было 
исключить неизвестные 5 и 



Пример. 

197. Пусть уравнение, выражающее природу кривой 
АРО, есть ауу=хуу-\-аах. Если подставить вместо х 





350 


Г. Ф, ДЕ-ЛОПИТАЛЬ 


8У — ЗІ о 

его значение —, получается уравнение — 
— 8Іуу — аіуу и т. д 

— 5(уу аа$у — аа$1 = О 

— аі 

1, о, -1. -2 

3, 2, 1, о 

-к — аазу ★ =0, 

Умножением этою на 

3, О, —1, О, 

т, е. на произведение двух арифметических прогрессий 
1, О, —1, —2 и 3, 2, 1, О, получим: 

уу = і аа. 

Подставляя эту величину в уравнение кривой, найдем 
неизвестную , 

АЕ{х) = ^а. 

Это приводит нас к ^ 68. 

Другое решение. 

198. Эту задачу можно также решить, заметив, 
что из той же точки Е или К (черт. 149, 150) 
можно провести только одну касательную или 
КР, так как она касается извне вогнутой части АР 
и изнутри выпуклой РО, между тем как из всякой 
другой точки Т или Н, взятой на А^ или АК между 
А н і или А и К, можно провести две касательных 
ТМ и ТО или НМ и НО', одну к вогнутой части, 
а другую — к выпуклой. Таким образом точку пере- 
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гиба р можно рассматривать как соединение двух 
точек касания М к О. Если предположить, что даны 
АТ{$) или АН{1) и что ищется {§ 194) выражение 
величины X или у через 5 или і, то получится урав¬ 
нение, имеющее два корня; АР и АВ или РМ и 
ВО, которые оба будут равны искомой АЕ или ЕР, 



и 

/ 


0 / 




1 

1 

т 



1 

1 

1 

АР 

і 


в 


Черт. 150. 


когда 5 выражает Аі, а і выражает АК- Поэтому 
надо умножить это уравнение на произвольную ариф¬ 
метическую прогрессию и т. д. 

Пример. 

199. Пусть, как и раньше, оуу = аяд^. Имеем 

опять: 

— зіуу — аіуу аа$у — ааві = О, 

умножение чего на арифметическую прогрессию 
1, О, -1,-2 

дает: 

у^ — аау — 2ааі = 0. 

В последнее уравнение 5 уже не входит, и оно 
имеет два неравных корня, а именно РМ и ВО, 








352 


Г. Ф. ДЕ-ЛОПИТАЛЬ 


когда і выражает АН, и два корня, равных иско¬ 
мой Ер, когда і выражает АК- Поэтому, умножив 
опять-таки последнее уравнение на арифметическую 
прогрессию 3, 2, 1, О, получим Ъуу — аа = 0; сле¬ 
довательно, 



Что и требовалось найти. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ IV. 

Задача. 

200. Провести из точка С, данной вне кривой АМО 
(черт. 151), перпендикуляр СМ к этой кривой. 


Опустим на диаметр АВ пер¬ 
пендикуляры МР и СК и 
опишем из центра С круг 
радиусом СМ; очевидно, что 
он коснется кривой АМО в 
точке М. Обозначив затем не¬ 
известные: АР через х, РМ 
через у, СМ через г, а из¬ 
вестные: А К через з, КС 



Черт. 151. 


через і, получим: РК или СЕ = 8 — х, МЕ=у-{-і, 
а из прямоугольного треугольника МЕС найдем: 

у= — і-\-У гг —55-|-25л: — XX, 

Х = 8 — У ГГ—и — 2іу —уу . 

Подставляя эти значения вместо у или х в уравне¬ 
ние кривой, получим новое уравнение, в которое х 
или у уже не войдут. 
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Нели теперь из того же центра С описать другой 
круг, пересекаюи;ий кривую в двух точках N и и 
опустить перпендикуляры N^ и ОВ, то очевидно, 
что если г выражает в предыдупдем уравнении ра¬ 
диус СЫ или СО^ то л: или у будут иметь два зна¬ 
чения: Л^ и АВ или Л^^ и ОВ^ которые станут 
равными друг другу и искомой АР или РуИ, когда г 
будет выражать радиус С/И. Отсюда следует, что 
это уравнение должно иметь два равных корня. 
Поэтому его надо умножить и т. д. 

Пример. 

201. Пусть ах—уу — уравнение, выражающее при'^ 
роду кривой АМО. Подставив в него вместо х его 
значение 5 — ^гг — — 2іу — уу, получим; 

а8—уу = а У ГГ —и— 2іу -^уу. 

Возведя каждую сторону [уравнения] в квадрат и упо* 
рядочив затем уравнение, найдем [уравнение] у^ и т. д», 
которое должно иметь два равных корня, когда у 
выражает искомую Р/И. 

У ★ — 2а8уу -[- 2ааіу аа88 = О 
^аа — аагг 

3, 2, 1, О 

4уітіг ~Аа8уу~\-2ааіу ★ =0 
2(Х(Х 

23 Зак, ;г051. — Лопиталь. 






354 


Г. Ф. ДЕ-Лопитлль 


Поэтому его надо умножить на арифметическую 
прогрессию 4, 3, 2, 1, О, что даст [уравнение]: 

4у5 — 4 а 5 у 2аау -}- 2ааі = О, 

решение которого доставит для_у искомую величину А/Р. 

Когда данная точка С попадает на диаметр 
АВ (черт. 152), ^ = 0 и значит надо уничтожить 
все члены, содержащие і\ это дает: 

4а5 — 2аа = іуу = 4 ах, 

если подставить вместо уу его зна¬ 
чение ах. Отсюда 

х — 8—^а, 

т. е. если взять СР равным половине параметра и, 
нанеся ординату РМ, перпендикулярную АВ, про¬ 
вести прямую СМ, то последняя будет перпендику¬ 
лярна к кривой АМО. 

Следствие. 

202. Если предположить, что точка М (черт. 152) 
дана, а ищется точка С, то в последнем уравнении, 
выражающем величину АС ($) через АР (х) или 
РМ (у), надо рассматривать эти последние как 
известные, а первую — как неизвестную. 

Определение II. 

Если каким-либо радиусом развертки описать круг, 
он будет называться соприкасающимся кругом^ 



д Я С 5 

Черт. 152. 
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Точка, в которой этот круг касается кривой или 
соприкасается с ней, называется точкой соприкос¬ 
новения 1^2). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ V. 

Задача. 

203, Природа кривой АМО (черт. 153) и какая-либо ее 
точка М известны. Найти С, центр круга, соприкаса¬ 
ющегося с кривой АМО в точке М, 

Опустив на ось перпендику¬ 
ляры А/\Р и СК и обозначив 
линии теми же буквами, что и 
в предыдущей задаче, мы придем 
к тому же уравнению. Следует 
только иметь в виду, что буквы 
X или которые там рассматри¬ 
вались как неизвестные, здесь 
обозначают данные величины и, 
наоборот, 5 и /, которые рас¬ 
сматривались там как известные, 
неизвестными, так же как л 

При этом очевидно: 1° что искомая точка С бу¬ 
дет находиться на перпендикуляре Л40 к кривой; 
2° что всегда возможно описать круг, который ка¬ 
сается кривой в Ж и пересекает ее по крайней мере 
в двух точках (я предполагаю О более близкой из 
них и опускаю из нее перпендикуляр ОВ)у так как 
всегда можно найти круг, который пересекает произ¬ 
вольную отличную от круга кривую по крайней мере 
в четырех точках, а точка касания Ж равносильна 



здесь оказываются 


23^ 
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ТОЛЬКО двум пересечениям; 3° что чем больше центр О 
этого круга приближается к искомой точке С, тем 
больше точка пересечения О приближается к точке 
касания М, и, когда точка О попадает в точку С, 
точка О сливается с точкой М, так как (§ 76) круг, 
описанный радиусом СМ, должен и касаться кривой 
и пересекать ее в одной и той же точке М. Отсюда 
видно, что, поскольку 5 выражает АР, а і выражает РО, 
уравнение должно иметь два корня, равных каждый 
200) АР или РМ, в зависимости от того, что 
исключается:или х, и еще один отличный корень АВ 
или ВО, который тоже становится равным АР или РМ, 
когда 8 н і выражают искомые АК и КС\ таким об¬ 
разом это уравнение должно иметь три равных корня. 


Пример. 


204. Пусть ах=уу — уравнение, выражающее при¬ 
роду кривой АМО. Мы найдем 201) [уравнение] 
у* и т. д., умножив которое на 8, 3, О, — 1, О, 
т. е. па произведение двух арифметических прогрес¬ 
сий 4, 3, 2, 1, О и 2, 1, О, —1, —2, получим, что 
бу = 2ааІу. 

у*‘* — 2а8уу -]-■ 2ааІу -}- аавз = О 


(ХСІ 


— аагг 

1, О 


4, 3, 2, 

2, 1, О, 


- 1 , -2 


8у4 ★ ★ 


— 2ааІу * = 0. 
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Отсюда находится искомая 

КС ил» РЕ(1) = ^^. 


Если угодно найти уравнение, выражающее при¬ 
роду кривой, проходящей через все точки С, надо 
опять умножить и т. д. па О, 3, 4, 3, О, т. е. на 
произведение двух прогрессий 4, 3, 2, 1, О и 0,1, 2, 3,4; 
при этом получится: 


Мзу — ^аау — &ааі. 


1 

откуда, полагая для краткости 5 — а —Пу 

чаем, что 





= ааіу 


полу^ 


и, следовательно, 

16пЗ = 27а//'. 


Отсюда следует, что кривая, проходящая через 
все точки С, есть вторая кубическая парабола, пара¬ 
метр которой = и вершина которой отстоит от 

вершины данной параболы на у а, так как 

1 

и — 5 2 

Если части кривой, соседние с точкой М, рас¬ 
положены с обеих ее сторон совершенно одинаково, 
как это имеет место, когда кривизна в ней наиболь¬ 
шая или наименьшая, то одно из пересечений каса- 
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тельного круга с кривой может слиться с точкой 
касания только в том случае, когда и другое сольется 
с ней; таким образом уравнение должно при этом 
иметь четыре равных корня. В самом деле, умно¬ 
жив и т. д. на 24, 6, О, О, О, т. е. на про¬ 
изведение трех арифметических прогрессий 4, 3, 2, 
1, 0; 3, 2, 1, О, — 1 и 2, 1, О,— 1, — 2, получим 
24у^ = 0\ это показывает, что точка АІ должна по¬ 
пасть в вершину А параболы для того, чтобы рас¬ 
положение соседних с ней частей кривой было оди¬ 
наково с обеих ее сторон. 

Другое решение» 

205. Эту задачу можно еще решить (черт. 154), 
вспомнив, что в параграфе 76 было доказано, что из 
искомой точки С можно провести к кривой АМО 
только один перпендикуляр СМ 
и что в то же время на этом 
перпендикуляре МС имеется 
бесконечное множество точек 
О, из которых можно про¬ 
вести к кривой по два перпен¬ 
дикуляра МО и ОО. Если 
предположить, что точка О 
дана и что ищется {§ 200) 
выражение величины х или у 
через данные 5 н /, то очевидно, что это уравне¬ 
ние должно иметь два неравных корня, а именно 
АР и АВ или РМ и ВО, которые становятся 
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равными между собой, когда точка О попадает 
в искомую точку С, Поэтому это уравнение надо 
помножить на произвольную арифметическую про¬ 
грессию и т, д. 

Пример, 

206. Пусть, как и выше, ах=уу, будем иметь 
201) 4 уз и т, д. 

4уз ★ ~-^а$у-\-2ааі~0 
-\-2аа 

2 , 1 , 0,-1 

8^3 * * — 2ааІ = о 

Умножение этого на арифметическую прогрессию 
2, 1, о, —1 дает {§204), как и раньше, / = -^. 


Следствие. 

207. Очевидно, что можно (черт. 153,154) рассматри¬ 
вать точку соприкосновения как (§ 203) слияние 
точки касания с точкой пересечения того же круга 
или же как 205) слияние двух точек касания двух 
различных концентрических кругов, подобно тому, как 
точку перегиба можно рассматривать 196) как слия¬ 
ние точки касания с точкой пересечения той же прямой 
или {§ 198) как слияние двух точек касания двух 
различных прямых, выходящих из одной точки. 
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Предлооісешіе VI, 

Задача. 

208. Найти уравнение, выражающее природу каустики 
АРОК (черт. 155), образованной в четверти круга САМЫЕ 
отраженными лучами МН, ЫЬ и т. д., падающие лучи 
которых РМ, ^N и т. д. параллельны СВ. 

Я замечаю следующее: 1° Если продолжить отра¬ 
женные лучи МР и N0, которые касаются каустики 
в точках Л" и О, до их пересечения в точках Н п Р 
^ с радиусом СВ, то МН ока¬ 
жется равной СН и Мі рав¬ 
ной а. Действительно угол 
СМН = СМР = мен. а 
также угол СМі = СN^ = 
= НСІ. 

2° Из данной точки Р 
на каустике ЛЛ/С можно про¬ 
вести только одну прямую 
МН, равную СН’, между 
тем из данной точки О 
между четвертью круга АМВ и каустикой АРК 
можно провести две таких линии МН и N1, что 
МН=СН и НІ = Сі. Действительно, из точки Р 
можно провести только одну касательную МН, 
в то время как из точки О их можно провести 
две: МН и Ні. 

После того, как это уже установлено, пусть будет 
предложено из данной точки О провести прямую АЩ 
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так, чтобы она равнялась отрезку СН, который 
она отсекает на радиусе СВ. 

Проведя МР и ВО параллельно СВ, и А15 — 
параллельно СА, обозначим данные: СО или РЗ 
через и, О О через г, АС или СВ через а, а неиз¬ 
вестные: СР или Л13 через х, РМ или С8 через 3 /, 
СН или МН через г. Прямоугольный треугольник 
М8Н дает: 


Отсюда 


гг —гг — 2гу уу хл:. 


СН{Г): 


.ххА-УУ 

Ь 


Кроме того подобные треугольники МРО и МЗН 
дают: 


МР (х-и). М8 (X) ::Рй (г—у). ЗН = . 


и, следовательно, подставляя вместо хх-\-уу его зна¬ 
чение аа, получим С8-\-8Н или СН=~^^^ — 
= ^• Отсюда получается (перемножением 

накрест) уравнение: 

аах — асіи = ^гху — 2иуу, 


а если подставить вместо его значение аа — хх, 
получится: 

2гху = аах-{-ааи — 2ихх. 
возводя затем обе стороны [уравнения] в квадрат, чтобы 
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избавиться от иррациональностей, и подставляя опять 
вместо уу его значение аа — хх, получим наконец: 

Ыих*- — іааих^ -|- Аааиихх -[- 2аЧіх = 0 . 

Агг — Ааагг 

4-а* 

Очевидно, что когда и выражает СО, а г выражает 
ОО, это уравнение должно иметь два различных корня, 
а именно СР и С^; наоборот, когда и выражает СЕ, 
а 2 выражает ЕЕ, то С^ становится равным СР и 
оно имеет тогда два одинаковых корня. Поэтому если 
помножить его члены на члены двух арифметических 
прогрессий 4, 3, 2, 1, 0 и 0, 1, 2, 3, 4, то полу¬ 
чатся два новых уравнения, посредством которых после 
исключения неизвестной х найдется уравнение: 

64гв— 48ааг^ — а® =0, 

-\-192иіі — 96ааші — 15а*ии 

-}-192^1 —48аац^ 

-І-64И'» 

которое выражает связь между абсциссой СЕ (и) и 
ординатой ЕР {г). Что и требовалось найти. 

Можно определять точку касания Р и по методу, 
изложенному в восьмой главе. Действительно, если 
представить себе другой падающий луч рт, беско¬ 
нечно близкий к РМ, то очевидно, что отраженный 
луч тН пересечет МРІ в искомой точке р. Проведя 
через нее РЕ параллельно РМ н обозначив СЕ 
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через и, ЕР через г, СР через х, РМ через у, 
СМ через а, найдем, как и выше: 

аах ааи — 2ііхх _ 
ху 

Очевидно, что СуѴ/, СЕ, ЕЕ остаются без изме¬ 
нения, в то время как СР н РМ изменяются. По¬ 
этому это уравнение надо продифереііцировать, обра¬ 
щаясь с а, и и г, как с постоянными, а с л: и у; — 
как с переменными; это дает: 

2пухх сіх ~{- сіаиу сіх — аахх сіу — ааих сіу -|- 
-1- 2ихЫу = 0. 

у 

Подставляя сюда вместо сіх его значение — — 

(которое найдем, продиференцировав уу = аа — хх) 
и затем вместо уу его значение аа — хх, получим, 
наконец, СЕ (а) = ^, 

Если предположить, что кривая АМВ —уже не 
четверть круга, а какая-либо другая кривая, имею¬ 
щая радиусом развертки в точке М прямую МС, то 
очевидно 76), что ее малый отрезок Мт может 
рассматриваться как дуга круга, описанного из 
центра С. Отсюда следует, что если на падающий 
луч РМ опустить из центра перпендикуляр СР и, взяв 

СЕ = ^ (СР = х, СМ = а), 

провести ЕР параллельно РМ, то она пересечет 
отраженный луч МИ в точке р, в которой он 
касается каустики АРК 
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Соединим все точки М. и т некоторой кри¬ 
вой АМВ прямыми М.С н тС с фиксированной на 
ее оси АС точкой С и проведем прямые МН и тН. 
до пересечения с СВ — перпендикуляром к оси так, 
что угол СМН = мен и Стк — тСН. Пусть тре¬ 
буется найти на каждой МН точку р, в которой 
она касается кривой АРК, образованной непре¬ 
рывными пересечениями этих прямых ЛіН и тіі. 
Как и прежде, мы найдем: 

_ XX А- УУ __ гх — иу 
2у X — и ’ 

откуда 

+ иуу хуу — ихх _ „ ^ 

— —22, 

Диференцнал этого (если обращаться си иг, как 
с постоянными, а с л: и у —как с переменными) 
дает: 

2х^у йх — ихху йх — х* йу -|- их^сіу + ххуу сіу 
-]- ихуу йу — иу^ йх — О, 

и, следовательно, искомая 

СЕ{и\— ^^х — хі(іу А- хху у <і у 

' ' ххуйх — х^Ау ■\-у'^(іх — хууАу' 

Поскольку природа кривой АМО известна, можно 
выразить величину йу через йх и подставить ее 
в выражение СЕ. Тогда это выражение будет сво¬ 
бодным от диференциалов и вполне известным. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ VII. 

Задача. 

209. Пусть АО есть некоторая неопределенно продол- 
эісенная прямая (черт. 156) с фиксированным началом 
в точке А. Пусть бесконечное множество парабол ВРО, 
СО О имеет общей осью прямую АО, а параметрами — 
прямые АВ и АС, ограниченные фиксированной точкой \ 
и вершинами парабол В н С. Определить природу линии 
АВО, касаюш^ейся всех этих парабол. 

Я замечу сначала, что любые две из этих пара¬ 
бол ВРО и СОО пересекаются в точке находящейся 
между линией АРО и 
осью ЛО, и что, когда АС 
становится равным 
точка пересечения О по¬ 
падает в точку касании р. 

Проведем теперь через 
Данную точку О параболу, 
обладающую указанными свойствами. Если провести 
ординату ОО и обозначить данные АО через и, ОО че¬ 
рез г, а неизвестную АВ через л:, то свойство параболы 

даст: — 2 

АВ X (их — XX) = ОО {гг)^ 

или, упорядочивая уравнение, 

XX — 

Очевидно, что когда и выражает Л О, а .г выражает О О, 
то это уравнение имеет два различных корня, а именно 
АВ и СЛ, и, наоборот, когда и выражает ЛЯ, 
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а г выражает ЕР^ то АС становится равным АВ^ 
т. е. уравнение имеет два одинаковых корня. Поэтому 
его надо умножить на арифметическую прогрес¬ 
сию 1, О, —1, что даст: 

Подставив это значение ^вместо получим уравне¬ 
ние II == 2<гг, выражающее природу линии АРО. От¬ 
сюда видно, что АРО есть прямая линия, образующая 
с АО угол РАОі при котором АЕ равно удвоенному ЕР. 

Если угодно разрешить этот вопрос в общем 
виде, какой бы степени ни были параболы ВРО и 
СООу надо воспользоваться методом, изложенным 
в восьмой главе, следующим образом. Обозначив АЕ 
через и, ЕР через АВ через х, получим: 

что выражает собою вообще природу параболы ВР. 
Диференциал этого дает (если обращаться с и и 0, 
как с постоянными, а с х — как с переменной): 

- — 1 , - т 

— ту^іь — х йхХх -\-пх сіхуи — х =0; 

- 7П — 1 ^ 

деля на и — х йхУ, > получим: 


отсюда 


— тх па — пх = 0; 


т 




и, следовательно, 


И — X — 


т 


т-\- п 
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Значит, подставляя эти значения вместо п—х и х 
в общее уравнение и полагая (для сокращения): 

^ = <7. пі-\-п = г, 

получим: 

Отсюда видно, что линия АРО всегда прямая, как 
бы сложны пи били параболы. Изменяется только 
отношение АЕ к ЕЕ. 

Из изложенного в этой, гласе ясно видно, 
как надо пользоваться методом гг. Декарта 
и Гуддб, чтобы разрешать вопросы этого рода 
в случае геометрических кривых. Ио вместе 
с тем из него видно, что этот метод несрав¬ 
ним с методом г. Лейбница, который я и ста¬ 
рался со всей полнотой изложить в этом 
трактате, несравним потому, что там, где 
первый представляет только частные решения, 
последний дает общие решения, причем он 
распространяется на трансцендентные линии 
и не требует освобождения от иррационально¬ 
стей, которое очень часто бывает невыполнимо. 






ПРИМЕЧАНИЯ РЕДАКТОРА 


•) Ьеигз регрепсіісиіаігез (т. е. нормали). 

2) „Я перечитал трактат Архимеда с спиральиых линиях 
дважды н трижды и напрягал все силы ума, чтобы про¬ 
следить за тончайшими доказательствами относительно 
проведения касательных к спиралям, ко должен сознаться: 
после рассмотрения их я не вынес уверенности в том, 
что в душе у меня нс оставалось постоянного сомнения, 
что я не понял всей силы этого доказательства*. Виіііаі- 
сіиз — латинизированная форма фамилии французского 
астронома и математика, защитника гелиоцентрического 
учения,* Ізтаеі Воиіііаисі (1605—1094). 

3) ,Еслн Архимед сделал правильное заключение, то 
неправильное сделал Эвклид и т. д.*, Егапуоіз Ѵіёіе 
(1540—1603) — одни из крупнейших алгебраистов, вве¬ 
дением буквенных коэфициентов создавший возможность 
употребления формул в алгебре. 

*) Так называемая задача Паппа (111 в. и. э.) заключается 
в определении геометрического места точек, удовлетворяю¬ 
щих условию, что произведение прямых отрезков, прове¬ 
денных от них под какими-либо данными углами к п 
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данным прямым, находится и заданном отношении к про¬ 
изведению отрезков, проведенных от них под некоторыми 
углами к п или — 1 другим данным прямым. Греки 
дали ее решение лишь при л = 4 (местом оказывается 
коническое сечение); Декарт приводит общее ее решение 
в ,ОеогаеШе“ (1637), пользуясь созданным нм аналитико¬ 
геометрическим методом. 

Ь) Метод определения нормалей и касательных к алге¬ 
браическим кривым Р. Декарта (Кепё Оезсаг1е^>, 1596—1650) — 
алгебраический; идея его заключается в следующем. Пусть 
РС есть нормаль в данной точке С эллипса ОСА; требуется 
определить положение точки Р, т, е. отрезок РА. Если 
из искомой точки Р провести 
некоторым радиусом г ок¬ 
ружность, то она пересечется 
с эллипсом близ С в двух 
точках Сі и С 2 . Решая со¬ 
вместно уравнение кривой с 
уравнением этой окружности, 
центр которой в искомой точке и радиус г, получим 
из возникающего квадратного уравнения для абсцисс 
точек Мі и АІ 2 два различных корня Хі и Х 2 . При 
совпадении точек и в одну, С\ корни квадратного 
уравнения становятся равными, и оно должно принять вид 
= 9. Из этого условия путем приравнивания 
частью известных, а частью неопределенных коэфициентов 
получившихся двух квадратных уравнений находится РА, 
Конечно, здесь РА проще найти, определив х, как половину 
коэфициента пра х, взятого с обратным знаком. Б случае, 
когда уравнение ОСА более высокой степени, уравнение 
относительно х должно иметь два равных корня, что опять- 
таки позволяет, применяя метод неопределенных коэфи- 
циентов, найти АР, Аналогичную мысль в 1638 г. Декарт 
применяет к определению положения касательной (подроб¬ 
ности см. М, Сапіог, .Уогіезип^еп иЬег (Не Оевсйісіііс с1(іг 



9 РИА 

Черт, 1, 


24 Зак. 2051. — Лопнталь. 
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Маіііепіаик", изд. 2-ое, т. 11, стр. 850—856. См. также Оеиѵгез 
бе Оезсагіе?, еб. СЬ. Абаш еі Р. Таппегу, т. VI, стр. 242 п сл.). 

С) Сущность метода П. Ферма (Ріегге Гегшаі, 1601—1665), 
если его передать в современных выражениях, такова. 
Пусть МТ —касательная, М'(х'^у') бесконечно близка к 
М (лг, у); ТР = 3^, РР' = /г, уравнение кривой: / (х, у) = О. 
Рассматривая точку М' как лежащую на прямой АІТ, 
из подобия треугольников МРТ и М'Р'Т можно 
получить соотношение между дг, у, х\ у', Л, 

ку 

именно 5 ^ = —— ; последнее вме- 
‘ Уі-У 

сте с уравнениями / (.ѵ, ^) = 0 и 
/ (.ѵ', у') = о дает зависимость 
9 /о = о, где в случае алге- 

Черпи 2. браических кривых к является 

множителем во всех членах. Деле¬ 
ние па к и отбрасывание членов, в которых он после 
того остается, позволяют определить подкасательную з^ 
(см. Оеиѵгез бе Р. Регтаі, т. III, стр. 122 и Сапіог, цит. 
соч., т. И, стр. 858—-861). 

7) Ордината у Лопиталя называется Гарріщиёе, 
абсцисса — Іа соирёе. Оба названия обязаны своим проис¬ 
хождением древней греческой терминологии в учении 
о конических сечениях. Аполлоний (265?— 170) называл 
параллельные хорды „по порядку проведенными линиями*; 
латинский перевод Ф. Коммандино (Р. Соттапбіпо, 1509— 
1575): огбіпаіііп арріісаіае; Ферма говорит— аррііяиёе; 
у Декарта в „ОёотеІгіе“ — аррИяиёез раг огбге; отсюда 
и произошли термины аппликата и ордината. Аполлониевы 
отрезки диаметра от точки на кривой до точки пересече¬ 
ния с сопряженными хордами, „отрезки диаметра, отсе¬ 
каемые по порядку проведенными прямыми", были пере¬ 
ведены Коммандино „яиае аЬ ірзіз ех біатеіго аб ѵегіісет 
аЬзсіпбипіиг*; слово „аЬзсІзза* значит отсекаемая, так же 
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как и французское Іа соирес. (Декарт говорит еще просто 
„отрезки диаметра” — зе^пісп^з сіе се сііашеіге.) Термин 
соогсііпаіез введен Лейбницем в 1692 г.; слова „ордината” и 
.абсцисса** окончательно получают всеобщее применение 
в XVIII в. 


И. Барроу (Ізаас Ваггоѵѵ, 1630—1677) исходил из 
рассмотрения треугольников МКЫ и ТРМ, Если обозна¬ 
чить Мр == сіх^ МР = (іу^ МР =‘У, РТ = , то прием его 

заключается в установлении па основании свойств кривой 
зависимости между сіх и (іу, при¬ 
чем в вычислениях отбрасываются 
все члены, содержащие высшие 
степени или произведения (іх 
и (іу. Затем в получившемся урав¬ 
нении отбрасываются члены, не 
содержащие йх и с/у, совокуп¬ 
ность которых равна нулю; далее сіх и сіу заменяются 

в нем через 8^ и у ^ведь ^ = 

Уравнение кривой при 



Черт. 3. 


откуда и опреде¬ 


ляется 8^ 


пользовании методом 


Барроу должно быть приведено к виду целого алгебраиче¬ 
ского многочлена. Непосредственно .диференцировать” 
радикальные выражения и рациональные дроби до открытия 
алгорифма Лейбница и Ньютона не умели (см. Сапіог, цит. 
соч., т. III, изд. 2-ое, стр. 135—137). 

^) СоигЬез 2 ^оп^е^^і^^^ез, соигЬез шёсапщиез (смотри 
прим. 90). 


^^) Іпбеіегтіпёез. 


Оепгез. Имеются в виду порядки. 

1-) В дальнейшем слово „сНИегепсе" везде, где следует 
по смыслу, переведено через „диференциал*, а не через 
.разность^. 


24* 
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ІОІ 1 П Сгаі^ (ум. 1731) — шотландский теологи мате¬ 
матик. В 1685 и следуюідих годах опубликовал работы, 
основывающиеся на применении лейбницевых идей и обо¬ 
значений. Под влиянием спора о приоритете между Нью¬ 
тоном и Лейбницем впоследствии (1718) стал употреблять 
исключительно обозначения метода флюксий (о Крэге см. 
Сапіог, цит. соч., т. 111, и Р1. Са)огу, „А Ьізіогу о1 іііе соп- 
серііопз о! Іішііз апсі ііихіопз іп Огеаі Вгііаіп ігоіп Ке\ѵ1оп 
Іо \Ѵоо(Ліои5е‘‘, 1919). 

1^) Еіігепігіесі ^Vаиег ѵоп ТзсЫгпЬаиз (1661—1708) — 
немецкий математик н физик; известен открытием каусти¬ 
ческих линий и особого метода упрощения алгебраических 
уравнений посредством уничтожения некоторых их членов 
(см. Сапіог, цит. соч., т. III или Г. Г. Цейтен, .Исто¬ 
рия математики в XVI и XVII вв.*, 1933, пер. П. Нови¬ 
кова, обработка и примечания М. Выгодского). 

ІоЬапп Нибсіе (1628—1704) — голландский политиче¬ 
ский деятель и математик, открывший признак существо¬ 
вания равных корней алгебраического уравнения, заклю¬ 
чающийся в наличии общего делителя у этого уравнения 
и уравнения, получающегося от умножения членов пер¬ 
вого на члены произвольной арифметической прогрессии. 
Этим же приемом он пользовался при исследовании 
экстремальных значений и определении касательных (см.гл.Х 
этой книги н прим. 131; также см, Сапіог, цит. соч., т. II, 
Г. Г. Цейтси, цит. соч.). 

16) Г. В. Лейбниц (1646—1716) этого труда не составил. 
В переписке с Лопнталем в 1694—1697 гг. он неоднократно 
возвращается к этой идее и жалуется на перегруженность 
другими работами, не позволяющими приступить к писа¬ 
нию ,Ое зсіепііа іпПпііі" (см. ЬеіЬпіг, „Маііі. 5сЬг. ѵ. 
С. I. ОегЬагсіі, т. II). Первый по времени написания курс 
интегрального исчисления представляют собой .Весііопез 
таГпетаІІсае сіе теііюсіо Іпіеягаііит а^іі$^ие сопзсгіріае 
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асі изигп іііизіг. МагсЫопІз НозрИаІіі** Иоганна Бернулли, 
составленные им в 1691—1692 гг. для Лопиталя, по опу¬ 
бликованные впервые в 1742 г. в III томе Орега отпіа. 
Их сокращенный немецкий перевод издал О. Кодѵа1е\ѵ$ку 
в серии классиков Оствальда, № 194, под названием 
„Віе егзіе Іпіе^гаІгесЬпип^". 

^7) Яков Бернулли родился в 1654 г., умер в 1705 г. 
Иоганн Бернулли родился в 1667 г., умер в 1748 г. 

1^) ^е^ие1 е$1 р^е5^ие (оиі сіе се саісиі. 

19) Ьа са^ас1егі811^ие. 

29) Слишком скромная оценка работ И. Ньютона 
(1642—1727) объясняется тем, что главные его сочинения 
по методу (})люксий долгие годы лежали в рукописях 
и Лопиталю не могли быть знакомы. 

21) ВегпЬагсІ Кіеиѵ^гепіі]! (1654—1718) — голландский врач 
и математик, выступивший в 1694 и 1695 гг. против Лейб¬ 
ница, Бернулли и Лопиталя, упрекая их в отбрасывании 
величин, не равных пулю, в применении не имеющих, 
на его взгляд, смысла высших дис})еренциалов и в отсут¬ 
ствии правила для диференцироваііия общих показатель¬ 
ных выражений (вида Собственная его попытка 

обосновать анализ не представляет интереса (о ней см. Сап- 
ІОГ, цит. соч., т. 111). Лейбниц изложил свою коптркритику 
в 1695 г. (ЬеіЬпіх, „МаіЬ. 5сЬг.“, т. V, стр. 320 и сл.), где 
дал известный прием определения с помощью лога¬ 
рифмирования и — в частности — отмечал, что фигуры, со¬ 
ставленные из элементов линий, подобны конечным фигурам, 
(ІѴ 

так что отношение^ можно заменить отношением конеч- 

ных величин. В письмах к Лопиталю Лейбниц также 
довольно подробно останавливается на этом вопросе. Вот 
некоторые любопытные места из них: „Я получил две 
книги, опублигованные и посланные мне одним голлапд- 
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ским математиком, пекиим г-ном Бернардом Ньювентинтом. 
Он упрекает вас, сударь, гг. Бернулли и меня за то, что 
мы применяем паши рассуждения, основанные на исчисле¬ 
нии диференциалов, не давая доказательства наших прин¬ 
ципов... Он порицает почти всех математиков, работавших 
над этими вопросами, за то, что они не различали іпИпіІе- 
рагѵат [бесконечно малого] от пиііе [ничто], ибо, по его 
мнению, для равенства двух величин необходимо, чтобы 
разность их была равна нулю. Он утверждает, что нашел 
способ исправить рассуждения геометров; и в основу оп 
кладет положение, что все, что при умножении на беско¬ 
нечное число не дает обыкпопеііпой величины, есть ничто. 
Поэтому оп считает, что квадраты и произведения [гесіап^- 
іез] бесконечно малых линий вроде сіхсіх или (!х йу суть 
ничто и что поэтому их и отбрасывают в исчислении 
г. Ферма. Поэтому оп не желает допустить диферодифе- 
ренциальиые величины вроде сісіх... Я отвечу ему в Асіез 
бе Ьеурзіс [Асіа Егибііогит — А, /О.]... Даже исходя из его 
собственного принципа (Іхсіх н йсіх суть величины, ибо 
при их умножении рег питепіт іпГіпііит ($еб аИіогет зеи 
іпПпіІіез — іпііпі(ит) [на бесконечное число (но высшее 
или бесконечно бесконечное)] они дают обыкновенные 
величины. Я думаю, сударь, что ваши пояснепня и дока¬ 
зательства этого исчисления скоро появятся, па что вы 
внушаете мне надежду, и что тогда эти жалобы прекра¬ 
тятся. Пока что я отослал его к моим леммам о несравни¬ 
мых, опубликованным в Асіез бе Ьеурзіс за февраль 
1689 г.; я считаю равными величины, разность которых 
несравнима. Несравнимыми величинами я называю такие, 
из которых одна никогда ие превзойдет другую, на какое 
конечное число ее бы ни помножили; т. е. так же, как 
их понимает Эвклид в пятом определении пятой книги* 
[иНачал"] [БеіЬпіх, „МаІЬ. 8с1іг.*, т. И, стр. 287—288; см- 
также стр. 243—241 (.Кто когда-либо слышал, чтобы 
квадрат количества был ничем")]. Ньювснтиит не удовлетво- 
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ріілся ответом Лейбница и продолжил свою полемику, 
в которую вмешались затем другие ученые. Несмотря 
на остроумие отдельных замечаний, удовлетворительного 
ответа на основное возражение Ныовентиита (отбрасыва¬ 
ние бесконечно малых) Лейбниц не дал. 

Эта цитата из Лейбница, в которой он явно выступает 
сторонником идеи актуально бесконечно малых, интересна 
здесь в том отношении, что позволяет сѵдить о взглядах 
самого Лопиталя. Так как в своих письмах он не возра¬ 
жает нигде против „несравнимо малых*, то можно считать 
что Лопиталь тоже принимал или по крайней мере 
считал допустимыми в математике актуально бесконечно 
малые. Сам Лейбниц, как известно, высказал ряд различ¬ 
ных суждений по этому вопросу и рассматривал бесконечно 
малые иногда как фиктивное понятие, а иногда определял 
диференциалы как конечные малые величины. 

По вопросу о принципах анализа XVIII в. см. СапЮг, 
пит. соч., тт. III и IV (в последнем статью — О. Ѵіѵапіі) 
и мою статью „Идеи обоснования математического анализа 
в XVIII в.* в книге Л. Карно „Размышления о метафизике 
исчисления бесконечно малых", 1932. 

2*-') Во втором издании „Анализа" (1715) стоит еще 
„I Рагііе" — „Часть первая". Второй части Лопиталь не 
написал. 

23) Термин .параметр" ввел в теорию конических 
сечений Кл. Мидорж (Сіаибе Мубог^е, 1585—1647); обо¬ 
значаемый им отрезок равен по величине хорде, прохо¬ 
дящей через фокус конического сечения перпендикуляр¬ 
но к оси. В настоящее время, как известно, под па¬ 
раметром кривой второго порядка понимают половину 
этой хорды. 

Ьа бгоііе — прямая, вообще означает у Лопиталя 
отрезок. Неограниченная прямая называется у него „бгоііе 
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іпсІёПпіе", а иногда просто „ГіпсІёПпіе*, что переводится 
через „неопределенно продолженная прямая" или „беско¬ 
нечная прямая". 

Соответствующий постулат у И. Бернулли гласит: 
„Величина, уменьшающаяся или увеличивающаяся на бес¬ 
конечно меньшую величину, ііи уменьшается, ни увели¬ 
чивается" (см. ІОІ 1 . ВегпоиІІі, .ОІе ОіГГегепІІаІгесЬпип^". 
05І\ѵ. КІаззікег, МЬ 211, стр. 11; в дальнейшем при ссыл¬ 
ках на это сочинение ставятся инициалы і. В.). 

26) Второй постулат И. Бернулли; „Всякая кривая 
линия состоит из бесконечного множества бесконечно 
малых прямых" (Л. В., стр. 11). Третий постулат Л. В. отно¬ 
сится к интегральному исчислению, которое должно было слу¬ 
жить продолжением курса диференциального, и у Лопиталя, 
естественно, отсутствует. 

2*^) Ср. Л. В., стр. 11, правило I. 

28) Ср. Л. В., стр. 12, правило 3. У Бернулли также 
дается сперва вывод для й (ху) и (I (хуг) и затем произво¬ 
дится умозаключение по аналогии к случаю любого числа 
множителей. 

В качестве скобок Лопиталь употребляет горизонталь¬ 
ную черту над объединяемым выражением вслед за Де¬ 
картом и Скаутеном (Рг. ѵап ЗсЬооІеп, 1615—1660); она 
встречается изредка и у Лейбница, повсеместно — у Нью¬ 
тона. Фигурные и квадратные скобки встречаются у Виета; 
круглые ввел Жирар (АІЬегІ Оігагсі, 1590?—1632); ЛейбіГиц, 
как правило, пользуется именно последними. 

Нужно иметь в виду, что скобки Лопиталь раскры¬ 
вает ипаче, чем это делают теперь. Именно, выражение 


— а’—Ь означает у него—д — 

28) „Еі рагіап! оп аіта (Іх=у(!г-\ гсіу, еі (к- 


(!х — 2 (іу ^ 


у Ах Х(^у теі^апі роиг г за ѵпіеиг -І-• 
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Лопнталь не обрывает цепи равенств, как это сделали бы мы 

(іх — г (Іѵ V йк — X (Іу ^ ^ 

при переходе от - - к --- . Эта особен- 

У У У 

ность изложения, здесь, как ив многочисленных других 
местах, сохранена — хотя и в ущерб стройности перевода. 
Однако формулы в переводе нс всегда пишутся (как в ори¬ 
гинале) в той же строке, но выключаются. Кроме того, при 
переносе формул в переводе повторяется соответствующий 
знак равенства или действия, чего Лопиталь также не делает. 

Квадрат у Лопиталь, как и всѳ математики XVIII в., 
обозначает уу; так поступал еще Гаусс, говоря, что 
запись «2 не короче, чем аа. 

30) Ср. В., стр. 13, правило 4. Вывод Бернулли исходит 
к -Г (/ѵ X 

из рассмотрения . В качестве курьеза отмечу 

поясняющие рассуждения комментария к изд. „Анализа" 
от 1768 г.: „Благодаря слелуюш.им выкладкам доказатель¬ 
ство станет очевидным: 

1) — = 2 г, по предположению. 

2 ) х=^ух. 

3 ) с/х = 2 г/у у (І 2 . 

^)у(/ 2 г=, (ІХ — 2 (Іу. 

у у 

«) * = ^ — 7// [!! А. /О]. 

У 

у у 
уу 
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Объяснение 


4°. Поделив на у четвертое уравнение, получим пятое 
уравнение, и отбросив в нем уничтожающие друг друга 
буквы (Іез Іеіігез ^иі зе (Іе1гиі$еп1\ получим шестое 
уравнение. 

6°. Восьмое уравнение, в глазах всякого знакомого 
с началами алгебры, то же самое, что и седьмое; значит, 
если последнее годится {езі Ьоппе), то годится и первое" 
(изд. 1768, стр. 262—263). Такой грубо демагогический 
и ложный прием убеждения преподносится в середине 
XVIII в.! • 

31) Риіззапсез рагіаііез еі ітрагіаііез (имеются в виду 
целые и дробные степени). 

8 _ 

3-) Если 1 :у=у : 2 ! = г : л*, то у = х ; если 

а = а-\-Ь = Ь —I, то л = , 

33) Бернулли дает отдельно правило для диференциала 
целой положительной степени (і. В., стр. 12, правило 2), 
для отрицательной (і. В., стр. 14) и для диференциала корня 
(^. В., стр. 15, правило 5), которые Лопиталь, разъяснив 
смысл отрицательных и дробных показателей, объединяет 
в одно. 

34) Пример имеется у Л. В., стр. 15. Запись в числи¬ 
теле нижеследующей у Лопиталя дроби обозначает; 

ЗУах-^хх 

уйх-у-хбу^уйу - ;- 

- - - - • у ах -У- XX, 

2 Уху-\-уу 

Подобные записи имеются в „Оёотеігіе* Декарта. 









Примечания редактора 


379 


35) Это определение касательной — классическое в 
школе Лейбница и у предшествующих математиков. Сам 
Лейбниц, например, в „Коѵа теіііосіиз'' говорит: „Найти 
касательную — то же самое, что провести прямую, соеди¬ 
няющую две бесконечно мало удаленные точки кривой, 
или продолженную сторону бесконечно-угольного много¬ 
угольника, равнозначащего для нас этой кривой" (ЬеіЬпіг, 
„Маііі. ЗсЬг.", т. V, стр. 225, нем. пер. О. Ко^ѵаIе^ѵ8ку 
в серин классиков Оствальда, № 162: ЬеіЬпіг, „УЬег (Ііе 
Апаіузе сіез ІіпеікіІісЬсп", стр. 7). И. Бернулли не фор¬ 
мулирует определения касательной, но исходит, конечно, 
при решении задач из той же идеи. 


Записи вроде тй. (с/у ). (с/х):: МР(у). РТ 

встречаются в книге Лопиталя очень часто. Поставленные 
в круглые скобки с/у, с/х, у суть обозначения отрезков 
т/?, РМ, МР. Запись тР . РМ :: МР . РТ представляет 
собою геометрическую пропорцию тР : РМ = МР: РТ. 

Знак равенства = связывает лишь РТ и • Таким 

у (Іх 

образом Лопиталь записывает через сіу . сіх : :у\ РТ = — 
то, что теперь записали бьГтак: 


откуда 


гІу\с/х=у: РТ, 


РТ 


у сіх 


Самый способ записи обязан происхождением англий¬ 
скому математику Оутреду Оіі^Ьігесі, 1574—1660), 

выражавшему равенство отношений величин а, Ь н с, сі 
через а,Ь'.:с.с/. Употребление знака :: в пропорциях со¬ 
хранилось до XIX в. Современная форма записи а:Ь = с:с1 

или имеется уже у Лейбница, возражавшего 





380 


Примечания редактора 


против употребления специальных символов для выраже¬ 
ния пропорции, когда для того достаточно принятых 
ЗН 1 КОВ = и :. 

"7) Еп Іегпісз ^иі зегопі іоііз аГіесІёз раг с(у. 

38) Для построения касательной Лопнталь определяет 
отрезок подкасательной. Термин „подкасательиая", как ука¬ 
зывает в примечаниях к „Диференциальному исчислению* 
Бернулли Р. ЯсЬаШеіШп (і. В., стр. 51—52), встречается 
впервые в 1691 г. в письме Гюйгенса к Лейбницу. 

33) Га паіиге бе ГЬурегЬоІе еШге Іез азутріоіез. 

•^3) Ое іоиіез Іез рагаЬоІез і ГіпПпі. 

^^) Вывод подкасателыюй для парабол 
имеется у Бернулли (см. і. В., стр. 17). 

Параболы любых порядков — рх, (л>0) или .пара¬ 
болоиды*, т. е. обобщения параболы у^г=рх, рассматри¬ 
вались рядом крупнейших математиков XVIII в. Декарт 
в 1638 г. определил объем и центр тяжести тела вращения, 
Кавальери (Вопаѵепіига Саѵаііегі, 1591?—1647) дал в 1647 г. 
квадратуры для ряда случаев целого п, а Ферма (ранее 
1644) и примерно в то же время Торичелли (Еѵап^еіізіа 
Тоггісеііі, 1608—1647) — для любого рационального. Валлис 
(іоЬп \Ѵа11І8, 1616—1703) подробно исследовал в 1655 
и следующих годах эти кривые и вопрос о проведении 
касательных. 

Подробности см. у Оіпо Ьогіа, .Зрегіеііе аІ^еЬгаізсІіе 
ипб Ігапзгепбепіе еЬепе Кигѵ^еп. Тііеогіе ипб ОезсЬісЫе^ нем. 
пер., Теір 2 і§[ 1902, стр. 251-266. Джино Лориа, между 
прочим, ошибается, говоря, что „первые ученые, занимав¬ 
шиеся высшими параболами, не исследовали их формы, 
предоставив Маклорену заметить, что они обладают различ¬ 
ной формой в зависимости от четности или нечетности 
(стр. 255). На самом деле задолго до появления ,А Ігеаіізе 
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о! аІ^еЬга* Маклорепа (Соііп Масіаигіп, 1698—1746) Лопи- 
таль разобрал этот вопрос для положительных рациональ¬ 
ных л в § 88 настоящего сочинения, не устанавливая, 
правда, порядка прикосновения к оси при п = 2Л. 

Гиперболами высших порядков или „гиперболоидами** 
(термин Оге^- Ропіапа), = рх, где п — отрицательное 
рациональное число, занимались Ферма и Торичелли, 
давшие их квадратуры около 1646 г., Валлис, допустив¬ 
ший, между прочим, ошибку при квадратуре, и др. 

Маклорен в „Тгеаіізе оГ ііихіопз** (2 тома, 1742) иссле¬ 
довал кривые, определяемые уравнением: 


V == ^ Ч~ »»» + Д/п 


охватывающие, как частный случай, гиперболоиды и пара¬ 
болоиды. 

Следует отметить, что в § 13 Лопиталь говорит как 
об общем уравнении всех гипербол (добавляя .рассматри¬ 
ваемых по отношению к их диаметрам**) об уравнении 






= х^^[а-\-х)^^, что привело Лориа к утверждению: 


•Другие, как маркиз де-Лопиталь..называли гиперболами 
кривые /1/^*"^" = Л (а-|-д:)^'Ѵ‘‘‘(циг. соч., сгр.2бб, прим. 2;. 
Подробности см. Ьоііа, цит. соч., стр. 266—270. 


Кривая У* = ахх {а стоит для однородности уравне¬ 
ния, хотя вообще Лопиталь, вслед за Декартом, часто 
полагает а = 1, т. с. только подразумевает его), по пред¬ 
ложению Валлиса, называется полукубической параболой. 
Это —первая алгебраическая кривая, для которой была 
найдена длина дуги. Спрямление ее дали английский 
математик Нейль (\Ѵі11. КеіІ, 1637—1670) около 1658 г., 
а также голландец Гейрет (Неіпгісіі ѵап Нсигаеі), Гюй¬ 
генс и Ферма. Полукубнческая парабола является реше¬ 
нием поставлеппой Лейбницем задачи .определить кривую, 
обладающую тем свойством, что пробегающая ее точка. 
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в равные времена приближающаяся к горизонту па рав¬ 
ные отрезки, движется по ней равномерно". Решение задачи 
нашли Гюйгенс (СЬгізІіап Ниу^Ьепз, 1629—1695) в 1687 г., 
Я. и И. Бернулли (1690 и соответственно 1691—1692) 
(см. Ьогіа, цит. соч,, стр. 261). 

Ср. проведение касательной к полу кубической пара¬ 
боле у Бернулли (і. В., стр. 17). 

^) Лопиталь рассматривает здесь эллипс с уравнением 

у'^;=:^Ъх -относительио левой вершины (большая 

ось Ь — параметр в смысле Лопиталя). 

4^) Термин „продиференцировать* заменяет в переводе 
часто „взять диференциал" и в данном сочинении, разу¬ 
меется, не означает нахождения производной. 

Уравнения (л представляют 

собой обобщения уравнений эллипса и гиперболы отно¬ 
сительно вершины у = л- (а нр л'). Дальнейшее обобще- 



Впервые некоторые из этих кривых упоминаются в пись¬ 
мах от 1657 и 1658 гг. де-Слюза (Кепё Ргапдоіз сіе Біизе, 
1622—1685) к Гюйгенсу; называя их ,эллиптоидамн“, он 
указывает, что Детонвиль [псевдоним Б. Паскаля (ВІаізе 
Разсаі, 1623—1662)] именует их регіаз. Де-Слюз, по его сло¬ 
вам, умел проводить касательные к таким кривым; квадра¬ 
турами их ^приводящимися к интегрированию функции 

^ р 

(я д;)"*, которая интегрируется в конечном виде лишь 


при целочисленности одной из дробей 
зани.мался Гюйгенс в 1659 г. 
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Чертеж первой из таких кривых, уравнение которой 
в декартовых координатах есть Ь-у == х-{а--х\ дан был 
де-Слюзом неверный; он, верояіно, и послужил поводом для 
наименования ик регіаз. На самом деле эта кривая имеет 
другой вид (черт. 5). Характерно для того времени, что и 
Гюйгенс, правильно вычерчивающий часть кривой в первой 
четверти, не замечает бесконечности ветвей и присоеди¬ 
няет дугу, симметричную относительно Ох. Касательными 
и квадратурой этих прямых занимался также ван-Скаутен, 


Ч 



Черт. 4. 


Черт, 5, 


В комментариях к .Анализу" Лопнталя указывается, 
что рассматриваемые им здесь обобщения гипербол и эллип¬ 
сов представляют собой сечения конусов, направляющими 
которых служат так называемые круги высших порядков, 
имеющие уравнения = х'^^а —х/*—обобщения урав¬ 
нения = х (д — х) (изд. 1768, стр. 281). Круги высших 
порядков рассматривал в 1740 г, Карачиоли (СагассіоИ), 
(см. Ьогіа, цит. соч., стр. 271—277). 

Разрешив уравнение касательной к кривой у =з/(х) 
в точке (х,у) 



относительно Л', получим: 
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Если при у-^оо н л:-^оо(как в примере Лопиталя), 
существуют пределы: 


Ііт 


(іх / с^х \ . 

-3— = а, Ііт X —у - г- == Ь, 

с^у \ ау; 


то асимптота в бесконечно удаленной точке существует; 
ее уравнение будет: 

Х=^аУ+Ь. 

(іх 

Далее, при делении ^ Уиа у и переходе к пределу, 


получается, что 


сіх X 

Ііт —- = Ііт — . 
(іу у 


Если отвлечься от неправомерной с современной точки 
зрения формы изложения Лопиталя, то видно, что он в вы¬ 
числениях идет как раз указанным путем. Он определяет 

значение ЛС из равенства АТ ^ РТ — АР =>' — х при 

бесконечно большом х, а •^, необходимое для опреде¬ 
ления ЛЕ, находит из уравнения Х)^ 

(іх X 

при этом же условии и опираясь на то, что тогда — = 

Что У^ад есть мнимая полуось, следует из того, что 

а — действительная ось, Ь — параметр. 

Ср. определение касательной и асимптоты к гиперболе 

= У'’-18-20. 

^^7) Лопиталь здесь применяет искусственный прием для 
нахождения АТ ввиду трудности найти его непосредственно, 
как в предыдущем примере. 

Если заменить л: = — А', то уравнение кривой примет 

у‘^-\-}Р = -аХу. 

Это уравнение декартова листа (см. прим. 65). 
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18) В ЭТОМ параграфе Лопиталь пользуется заданием 
кривой с помощью уравнения между некоторыми прямоли¬ 
нейными и криволинейными отрезками; именно, за абсциссы 
выбираются дуги некоторой кривой. Это ему необходимо 
для получения алгебраической зависимости; при употре¬ 
блении обычных координат получилось бы — например для 
циклоиды — трансцендентное уравнение, а между тем Лопи¬ 
таль пользуется диференцированием лишь алгебраических 
функций. Аналогично поступал и Ньютон около 1671 г. 

Криволинейные координаты ввел Лейбниц в 1692 г 
„Под координатами, — пишет он, — я разумею не только 
прямые, но и любые кривые, 
если только имеется закон^ 
согласно которому при зада¬ 
нии определенной точки од¬ 
ной из принятых за коорди¬ 
нату линий, можно провести ^ ^ ^ / 

некоторую соответствующую Черт. 6. 

этой точке линию, принадле¬ 
жащую к другой выбранной системе координат** (^еіЬпІ 2 . 
.Маііі. ЗсЬг.*, т. V, стр. 265). 

Циклоиду Лопиталь называет гоиіеііе (сохраняя это 
название и для более общих кривых, получающихся при 
качении — без скольжения — одной линии по другой, не¬ 
подвижной) или сусіоісіе. В переводе термин „рулетта** 
сохранен для указанных более общих кривых. 

Свойство обыкновенной циклоиды, применяемое Лопи- 
талем, можно доказать так: представим себе образующий 
круг, проходящий через точку М, Очевидно, что фигура 
МРІШ есть параллелограм (МР параллельна и равна МВ). 

Далее ЯЛ = ВРЛ—ВР и, так как согласно закону обра- 
зовапия циклоиды 

ВРА=^СВ и ЛЯ = і1^=СУѴ, 



25 Зак. 2051. — Лопиталь. 
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то 

РА = СВ-СМ = МВ=^ МР, 


т. е. в обозначениях Лопиталя 

V = дг. 


Рассмотрим далее, например, уд.шненную циклоиду 
Лопиталя, которая является кривой, называемой теперь 
обычно укороченной циклоидой. Докажем, что наша укоро- 

ченная циклоида обладает тем свойством, что = 

РА ^ 


Пусть ОС=Ь — а\ представим себе (как часто делали 
в XVIII в.), что, начиная с точки С, круг радиуса а равно¬ 
мерно катится и скользит по горизонтальной прямой СВ, 

^ причем при полуобороте кру¬ 

га на т: радианов отрезок 
СВ = пЬ, Тогда точка движу¬ 
щегося круга, совпадающая 
в начале с С, опишет уко- 
^ роченную циклоиду. Действи¬ 

тельно, 6 , абсцисса точки М, 
слагается из двух отрезков. 



один из которых получается от качения, а другой от сколь¬ 
жения круга. Первый, как это легко видеть (вспомним вы¬ 
вод уравнения обыкновенной циклоиды), равен — азіпср. 


второй равен ^ • ті {Ь — а) = ^ (Ь — а). 


Таким образом 

^ = — а 5ІП ср. 

Из чертежа следует также, что 

гі = Ь — а С 059 . 


Эти уравнения совпадают с параметрическими уравнениями 
укороченной циклоиды, образуемой при качении (без сколь¬ 
жения) круга радиуса Ь по прямой О; точкой, лежащей 
внутри окружности на расстоянии а от центра. 
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Далее, как выше, 

^ СМ=1ш + щ 

где и — отрезок, получаемый от скольжения круга, 
равный ^{Ь — а). Значит 

СЫ = + и = + ^ (^ — л) = 9^. 

Следовательно, 

МР ^ СВ — СN = т:^ — = (те — ср) Ь, 

и так как 

= Ш^А — ІІР=: БЯЛ — = (я — 9) а, 

то, окончательно, 


или 


Аналогично, «укороченная^ циклоида Лопиталя есть 
наша удлиненная, получающаяся, когда образующая точка , 
закреплена на продолжении радиуса катящегося без сколь¬ 
жения круга. 

Следует иметь в виду, что образующий укороченную 
и удлиненную циклоиды круг у Лопиталя не совпадает 
с тем кругом, который называют теперь образующим. 

Если не говорить об отдельных ранних упоминаниях 
обыкновенной циклоиды, то внимание математиков обра¬ 
щается к ней в XVII в. Современное название ее принад¬ 
лежит Г. Галилею (Оаіііео Оаіііеі, 1564—1642), Квадратуру 
ее дали в 163-1 г. Роберваль (Оііез РоЬегѵаІ, 1602—1675), 
называвший се трохоидой (от греческого трбуоа — колесо), 
а вскоре затем Декарт и Ферма. Несколько позднее, около 
1638 г,, эти же ученые, а также Торичелли нашли построе- 


МР 

"рА 


я ^ 


25* 
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нне касательной к пей. Спрямление было осуществлено 
в 1658 г. Хр. Реном (СЬг. \Ѵгеп, 1632—1723), Ферма и ван- 
Гейретом. Б. Паскаль посвятил, начиная с 1657 г., циклоиде 
(он назвал ее гоиіеііе, от гоиіег — катить) ряд блестящих 
работ, где вычисляет площади, образующиеся при проведе¬ 
нии прямых, параллельных ее основанию, нх центры тя¬ 
жести, объемы (ими занимался и Роберваль) и центры 
тяжести тел вращения вокруг оси или основания и т. д. и 
по существу открывает ряд тригонометрических интегралов. 
Вскоре были обнаружены замечательные ме.ханнческне свой¬ 
ства циклоиды. Гюйгенс около 1665 г. открыл ее таутохрон- 
ность (падающая в пустом пространстве по циклоиде тяже¬ 
лая точка достигает низшего положения в одно и то же 
время, каков бы ни был начальный пункт падения). Изуче¬ 
ние циклоиды привело его к открытию эволют (исследования 
Гюйгенса были опубликованы в „Могоіо^іиш ОзсіИаІогіит", 
1673). И. Бернулли в 1696 г. поставил задачу о брахисто¬ 
хроне (кривой быстрейшего спуска), положившую начало 
развитию вариационного исчисления; в том же году Ньютон, 
Лейбниц, И. и Я. Бернулли и Лопиталь показали, что брахи¬ 
стохроной служит циклоида. Первое уравнение циклоиды 
в декартовых координатах дал Лейбниц (1686) в виде: 



(у—отрезки на основании циклоиды, л: — перпендикуляры 
к нему, радиус образующего круга есть 1). Де-Слюз 
в 1658 г. обобщил понятие рулетт, понимая под этим сло¬ 
вом кривые, описываемые точкой, движущейся с равномер¬ 
ной скоростью по линии, в свою очередь равномерно пере¬ 
мещающейся вдоль прямой [см. Гогіа, цит. соч., стр. 460— 
478; Сапіог, цит. соч., тт. II—III; Г. Цейтеп, цит. соч. (см. там 
в указателях слово .циклоида*')]. 

Ср. определение касательной к обыкновенной циклоиде 
у 3. В., стр. 21—22. 
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В этом нетрудно убедиться, записав в декартовых 
координатах уравнения прямых А^С и ВСИ в виде 
у=ікіХ-\-Ь^, Тогда условие у2=іхг 

преобразуется в 

Ѵ^ = {к^х + Ь,){к.^+Ь.,), 


Когда СО падает между И и і5, то и к^, имеют разные 
знаки и кривая есть эллипс, когда — во-вне, то к^ и /^2 — 
одного знака н кривая есть гипербола. Когда точка А уда¬ 
ляется в бесконечность, уравнение прямой А^С будет 
ѵ = уравнение кривой тогда есть у^ = + 

т. е. она является параболой. 

Спираль Архимеда (287—212) — кривая, описываемая 
точкой, с равномерной скоростью двигающейся по прямой* 
в свою очередь равномерно вращающейся вокруг непо¬ 
движной точки. Уравнение ее в полярных координатах: 




где можно принять «>0. Кривая имеет две ветви, в зави¬ 
симости от того, будет ли о)>0 или < 0; вторая ветвь 
впервые встречается у Эйлера (Іеопііагсі Еіііег, 1707—1783) 
в 1748 г. Касательную и нормаль к этой спирали построил 
еще Архимед, давший также квадратуру ее завитков. Квад¬ 
ратурой ее занимался Кавальери в 1635 г., сведя ее к квадра¬ 
туре сегмента параболы. Спрямление се было сведено 
к спрямлению параболы независимо друг от друга Кавальери 
в 1635 г., нидерландским математиком Григорием Сен Вин- 
цетом (Оге^огіия а 5-іо Ѵіпсепііо, 1584—1667) в 1647 г., 
Робервалем, Паскалем и Ферма около 1659 г. 

Приводимое Лопиталем уравнение у^^х есть по 


существу уравнение в полярных координатах, впервые 
введенных Я. Бернулли в 1691 г. (см. прим. 84). Выражение 
у2 (^х 

ДЛЯ РТ^ ііу * легко видеть, соответствует фор- 
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муле подкасательной в полярных координатах, т. е. р2 

Для построения касательной здесь проще воспользоваться 

постоянством поднормали = а. 

ао) 

Обобщения спирали Архимеда, спирали высшего по¬ 
рядка, = ДО), рассматривал еще в 1636 г. Ферма, иссле¬ 
довавший для них вопрос о проведении касательной^ 
о квадратуре и спрямлении. Этими кри¬ 
выми занимался в XVII в, также ряд дру¬ 
гих ученых. 

См. Ьогіа, цит. соч., стр. 426—433. 
Касательная к архимедовой спирали 
приводится у і. В., стр. 26. 

Любопытно, что другая, гиперболиче¬ 
ская спираль, ро) = а, в современных 
учебниках и задачниках почти всегда 
стоящая рядом с архимедовой, открыта 
была лишь в первом десятилетии XVIII в. 
ІЗариньоном (Ріегге Ѵагі^поп, 1654—1722) 
и И. Бернулли, введшим, между про¬ 
чим, это ее наименование. 

^-) Если из неподвижного полюса Г провести прямые 
ГМ, пересекающие данную прямую — основание ОР, и 
от точек пересечения Р отложить на этих прямых в обе 
стороны равные отрезки РМ, то концы отрезков М обра¬ 
зуют конхоиду — раковина) Никомеда (греческий 

геометр, около 180 г. до н. э.). В XVII в. знали обе ветви 
кривой. Пусть Р — полюс, РО — полярная ось, РМ, = Ь, 
Р 0 = 2 а\ тогда уравнение конхоиды в полярных координа¬ 
тах будет: а 

р = - іі: Ь, 

' СО$ ш 

в декартовых оно имеет вид: 

(X - а)а (х^ +уЬ - = 0. 
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В зависимости от выполнения одного из условий ьЩа, 

вторая (левая ветвь) принимает разный вид, имея в полюсе 
узел, заострение или изолированную точку. Построение 
касательной к конхоиде около 1636 г. дали Декарт, Ферма 
и Роберваль. Гюйгенс (письмо к Скаутену от 1653) опре¬ 
делил точки перегиба и (1658—1659) отметил бесконечность 
площади между правой ветвью и основанием. Квадратура 
конхоиды дана И. Бернулли в 1691—1692 гг. 

См. Ьогіа, цит. соч., стр. 128—133. 

Соответствующая задача имеется у і. В., стр. 22. 


^3) Пусть уравнение кривой МА есть у=/(х). Выбе¬ 
рем прямую, вдоль которой перемещается точка Л, за ось 
абсцисс, а перпендикуляр к ней из /^ — за ось ординат. Пусть 
ордината Г есть начальная абсцисса Л есть x^, Тогда 
уравнения кривой МЛ и прямой ГА при перемещении Л 
на отрезок а будут: 

У=/(х + а). 


Уо ^ 




Исключение из них параметра а дает уравнение искомой 
кривой СМО. Очевидно, что способ получения кривой СМО 
связан со способом образования конхоиды. 

Утверждения Лопиталя относительно гиперболы и кон¬ 
хоиды проверить совсем легко. Случай, когда АМ есть 
парабола, рассмотрел Декарт в .Оёошеігіе* (так же как 
случай, когда она прямая). Если взять уравнение у- = 2рх 
(у Декарта взято несколько иное), то СМО будет иметь 
уравнение третьего порядка: 

- Л'о) {у — Уо ) +хуо = 0. 

Линия имеет две отличные ветви, соответственно двум точ¬ 
кам пересечения прямой и параболы. Их называли ),декар- 
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ТОБОЙ параболой* или „параболическими конхоидами* или 
каждую „сопровождающей кривой параболоиды Декарта*. 

См. Ьогіа, цит. соч., стр. 50—51; Г. Г. Цейтен, цит. соч. 
стр. 206—207. 

Б плоскости дан круг с центром О и проведены два 
взаимно перпендикулярные диаметра АВ и СО. От точки 
окружности А откладываются на ней по обе стороны произ¬ 


вольные, но равные дуги АО 
и АЕ, проводятся ОН парал¬ 
лельно АВ и прямая СЕ\ гео¬ 
метрическое место точек пере¬ 
сечения линий ОН и СЕ будет 
циссоидой Диоклеса (греческий 
математик, около 180 г.? до н. э.; 
слово у.Ьзс; означает плющ)- 
Из чертежа видно, что СМ + 
+ СЕ = 2СЕ, это свойство цис¬ 
соиды, сохраняющееся и для 
точек вне круга, Лопиталь и 
выражает в вііде уравнения 
;г: = 2х. Бесконечность вет- 



^/ерт. 9. выражает в вііде уравнения 

X -\-у = 2х. Бесконечность вет¬ 
вей отмечена, повилимому, лишь в XVIII в. Роберваль 


писал о ней Ферма в 1640 г.; древние знали лишь часть 
кривой внутри круга. 

Так как СЕ = МИ (ОЕ — касательная к кругу), то точки 
циссоиды получатся, если на отрезках СЕ откладывать 
влево ЕМ = СЕ. При отложении отрезков ЕЛЕ = СЕ вправо 
получается кривая, называемая .сопровождающей цис¬ 
соиды*. Другое определяющее свойство циссоиды состоит 
в том, что СМ = ЕЕ. 

Декартово уравнение циссоиды приводит Лопиталь; в по¬ 
лярных координатах (С—полюс, СО— полярная ось) оно будет: 



где 2а — диаметр круга. 
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Касательную к циссоиде построили Ферма и Роберваль 
около 1636 г. Площадь между циссоидой и асимптотой 
Ферма дал в 1662 г.; эту же площадь, ее центр тяжести, 
объем тела вращения нашли Гюйгенс в 1658 г. и — по его 
предложению — Валлис в 1659 г., Ньютон, придававший 
циссоиде большое значение в построениях, занимался ее 
спрямлением, И. Бернулли (уже в XVIII в.) — се квадрату¬ 
рой и объемами тел вращения. 

См. Ьогіа, цит. соч., стр. 36—45; Сапіог, цит. соч., т. II. 

Соответствующая задача имеется у Л. В., стр. 23. 


в некий квадрат 
вписана четверть кру¬ 
га. Пусть прямая АВ 

у 


VI 

с равномерной скоро¬ 

/ 

/ /Г в а\ 

\ 

стью вращается вокруг 

/ 

/ \ 

\ 

точки А, а прямая Б6' 

/ 

1 

\ 


равномерно переме¬ 
щается параллельно ЧергН, 10. 


самой себе вдоль ВА, так что с АО обе они совпадают 
одновременно. Геометрическое место точек Е пересечения 
этих движущихся прямых есть квадратриса Динострата (гре¬ 
ческий геометр IV в. до н. э.). Название ее связано с тем 
что она служила для решения задачи о квадратуре круга (об 
этом см. Г. Г. Цейтеи, .История математики в древности и 
передние века", 1932, перевод П. С. Юшкевича, стр. 62—64). 

Если сторона квадрата есть г, угол ЕАВ есть со, АВ — 
полярная ось и Л — полюс, то 


и 



Уравнение 


Лопиталя у = --х образуется 


из этого урав- 
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нения путем элементарных преобразований. Далее, если 
положить г. — 2о> = ср, полярное уравнение примет вид: 

2г у 

^ т: 5ІП 

При переходе к декартовым координатам будет: 

. г.х 

У = ДГс 48 2у. 

Эта трансцендентная кривая состоит из бесчисленного 
множества ветвей, пересекающих ось абсцпсс в точ¬ 
ках ^(2/1+1)'' и напоминающих тангенсоиды, и парабо¬ 
лической ветви, часть которой внутри квадранта круга 
была известна древним (всю эту ветвь открыл Роберваль), 
Легко видеть, раскрыв неопределенность, что прид:о = 0, 
2/ 2г 

Уо = —» т. е. т: = — ; отсюда — применение кривой к за- 

71 У0 

даче о квадратуре круга. 

Касательная к квадратрисе была построена Робервалем 
(1636), Ферма, Барроу (1670) и др. Площадь и длина кривой 
были выражены в виде бесконечных рядов Ньютоном 
в письме к Ольденбургу от 1676 г., известном и Лейбницу. 

См. Ьогіа, цит. соч., стр. 410—426. Соответствующая за¬ 
дача имеется у Л. В., стр. 24; следствие § 31 см. у Л. В., стр. 26. 

Оопі іе зиррозе ^ис Гип сіе$ шетЬгез зоіі гего. 

^7) В 1686 г. Чирнгауз выпустил книгу но логике, „Ме- 
сіісіпа тепііз*, где в качестве примера рассматривал 
линии, образуемые с помощью точек-фокусов и закреплен¬ 
ных в них или свободно огибающих их нитей. Простейшие 
случаи —круг и эллипс; при нескольких, скажем, при т, 
фокусах концы нити закрепляются в двух из них, а вокруг 
т — 2 точек нити обводятся свободно, так что от этих 
точек к точкам кривой проходит по две нити. Кривая обра¬ 
зуется при движении карандаша, натягивающего нить, 
как в нитяном построении эллипса. 
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Фокусы точек можно заменить самими фокусными ли¬ 
ниями. Чирнгауз дал неверное построение нормали и каса¬ 
тельной, исправленное Фацио в 1688 г. Кроме того, Фацио 
указал, что если 6, с, (I суть фокусы (трехфокуспой) линии, 
т —точка на ней и кривая обладает тем свойством, 
что длина нити 

^ = V.. /н6 -)- /. • тс + |А • тс1\ 

«ели, далее, из т как центра произвольным радиусом опи¬ 
сать окружность, пересекающую тЬ в /, тс в тсі в Н 
и в /» Л поместить веса, относящиеся, как %, X, {а, то 
линия пт, где п —центр тяжести весов, нормальна к кри¬ 
вой. Предложение это доказал тогда же Гюйгенс, перепи¬ 
сывавшийся с Фацио. „Месіісіпа теп1і8“ в исправленном 
виде вышла снова в 1695 г.; переиздавалась н позднее. 

Фацио (Нісоіаз Раііо сІе ОиіПіег, 1664—1753), швейца¬ 
рец по рождению, проживавший с 1687 г. в Англии, изве¬ 
стен тем, что первый дал в 1699 г. толчок спору о прио¬ 
ритете между Лейбницем и Ньютоном. 

Подробности см. Сапіог, цит. соч., т. ІИ, особенно 
стр. 152-155. 

Здесь вместо слова произведение (ргосіціі), которое 
Лопиталь также употребляет (§ 6, 7), говорится .гесіап^іе"; 
этот геометрический термин восходит еще к греческой 
математике. 

Это легко доказать, пользуясь декартовыми коорди¬ 
натами, взяв п точек Мі(Хі,Уі) с весами Рі, выбрав 
за начало координат их центр тяжести 

п ^ н 

и выразив сумму квадратов расстояний точки М окруж¬ 
ности = ДО этих точек, помноженных на соответ¬ 

ствующие веса. 
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Как известно, всякое коническое сечение обладает 
тем свойством, что е, отношение расстояния его точек до 
фокуса и до прямой — директрисы, постоянно; при этом е < 1 
у эллипса, ^>1 у гиперболы, ^=1 у параболы. Доказа¬ 
тельство можно найти в любом учебнике аналитической 
геометрии. 

При постоянстве подкасательной 



интегрирование дает: 



или 

X 

V == ае^. 


.Логарифмика" Лоппталя есть, таким образом, логарифми¬ 
ческая кривая или график показательной функции, если 


переменить ролями переменные. 

Связь с площадью гиперболы г = 


сразу же; так как 5 = /, то 



= сх 


с- 

— получается 
(оставляя по об* 


разцу того времени постоянную интеграции в стороне 
и не записывая результат в виде с^іпу, поскольку этого 
знака нет еще у Лопиталя). 

У В., стр. 21, имеется обратная задача, выходящая 
за пределы диференциалыіого исчисления; требуется опре¬ 
делить кривую с подкасательными постоянной длины. Шаф- 
хейтлин (см. і. В., стр. 52) справедливо указывает, что 
лопиталева трактовка задачи, приспособленная к назначе¬ 
нию его .Анализа*', лишний раз подтверждает, что записки 
Бернулли послужили основой книги Лопиталя. Шафхейтлин 
не отмечает,однако, что в X главе „Лекций по интегральному 
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исчислению** И. Бернулли также имеется эта обратная 
задача, причем в пей дается построение логарифмической 
кривой на основании приравнивания площадей гиперболы 
и прямоугольников на некоторой прямой, т. е. как раз 
построение, служащее исходным пунктом задачи Лопиталя. 
Эти лекции были составлены, как говорилось, для Лопи¬ 
таля; Бернулли их потом издал в 1742 г. безусловно почти 
неизмененными, ибо сохранил ошибки и пробелы в решениях, 
которые давно тем временем были уже исправлены 
и заполнены (см. об этом примечания О. Ко\ѵаГе\\’5ку 
в нем. изд., стр. 166 и 168). 

Ввиду того, что наличие этого построения у Бернулли, 
с одной стороны, снова показывает, насколько значительно 
было фактическое значение его работ для книги Лопиталя, 
а с другой стороны, косвенно подтверждает правильность 
отнесения „Лекций по интегральному исчислению* к 1692 г., 
я приведу небольшой отрывок оттуда (см. черт. 11): 

„Ищется природа кривой ВОСу подкасательная которой 
всегда равна постоянной а. По предположению 


(/у у : а, 


откуда • 


V (іх = а йу 


и 



Если с обеих сторон помножить на а, то получится: 


а 



Чтобы построить кривую, проведем неограниченно продол¬ 
женные перпендикуляры^^/, ВИ п у всех АВу ЛУѴ, АО и т. д. 
равных у, положим КВу ЫЕу ОЕ и т. д. равными а':у. 
При этом получится гипербола КЕЕ, асимптотами которой 
являются АО, Аі. Далее, положим у АО, АН н т. д. ОЯ 
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Н^ и т. д. равными а; тогда IР^ будет прямой, параллель¬ 
ной АН, Если затем взять гиперболическую плошадь КМ 
равной прямоугольнику АР, а КО равной Ар, то точки 
встречи С и т. д. будут лежать на искомой кривой. 
Таким образом, если АО, АН и т. д. суть арифметические 
пропорциональные, то АВ, АМ, АО и т. д. будут геометри¬ 
ческими пропорциональными, так как площади КМ, ЕО 
и т. д. должны быть равны. Следовательно, кривая ВОС — 
логарифмическая" (указ, изд., стр. 40—41). 

Постоянство подкасателыюй кривой заметили Торичелли 
(1644) и Гюйгенс (1690), назвавший последнюю логарифми- 
кой („показательная кривая** — термин Лейбница). Теоремы 
о квадратуре площадей между логариф- 
мнкой и асимптотой и о кубатуре тела 
вращения также принадлежат первым 
двум названным ученым; часть из них 
позднее (1698) нашел Дж. Крэг. Спрям¬ 
ление ее, приводящее к логарифмам, на 
что указал в письме к Лейбницу Лопи- 
таль (1692), было независимо от него 
дано Гюйгенсом (1693) и англичанином 
Р. Котсом (Ко^ег Со1е$, 1682—1716), 
автором работ по интерполированию и знаменитой фор¬ 
мулы, записываемой ныне в виде: 

Щ = 1п (С08 + і $іп 9) 

и именуемой формулой Эйлера. 

См. Ьогіа, цит. соч., стр. 542—550. 

Впервые логарифмическая спираль была описана 
в 1638 г, Декартом, определявшим ее как кривую АМВСО, 
у которой отношение дуг АМВ, АМВС, АМВСО к прямо¬ 
линейным отрезкам АВ, АС, АО постоянно. При этом он 
отмечал, что отрезки АВ, АС, АО образуют с касательными 
к кривой в их концах В, С, О один и тот же угол. 
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Записав уравнение спирали в виде: 

5 = Лр 

(5 —длина, р^—радиус-вектор) и диференцируя, получим: 
(/з = г/р- + р2г/а>з = к г/р, 

откуда после преобразований находится интегрированием 
уравнение в полярных координатах: 


Угол между радиусом-вектором и касательной определяется 
по формуле (А = р — ; в данном случае н- = 'Ук'^ — 1 . 

Два отличных от предложенного Декартом способа 
образования логарифмической спирали дал Торичелли, на¬ 
шедший іакже ее квадратуру и ректификацию (первая 
ректификация кривой линии). Ею занимались также Валлис, 
Барроу и особенно детально Я. Бернулли (1691—1692), изу¬ 
чивший ее эволюту, каустики и т. д. 

В комментарии к „Анализу* Лопиталя (изд. 1768, 
стр. 315—317) рассматриваемая кривая определяется сле¬ 
дующим образом. Четверть окружности делится на равные 
дуги, в концы которых Л, Л, С проводятся радиусы ОА, 
ОВ, ОС\ на радиусах откладываются отрезки ОЛ', ОБ', 
ОС',..., образующие геометрическую прогрессию. Концы 
Л', В\ С',... лежат на логарифмической спирали (из ее 
уравнения легко видеть, что когда « образуют арифмети¬ 
ческую прогрессию, то р дают геометрическую). 

Подробности см. у Ьогіа, цит. соч., стр. 448—467. Лориа 
указывает (стр. 449), что термин „логарифмическая спираль* 
ввел Вариньон в 1704 г.; однако, видимо, оно встречается 
ранее,— по крайней мере у Лопиталя в 1696 г. 


®^) Здесь имеется в виду рулетта в общем смысле слова 
(см. прим. 40). Исследованием этих кривых занимались 
в начале и первой трети ХѴІ11 в. французские математики 
Лагир (РЬПірре бе Іа Ніге, 1640—1718) и Николь (Ргап^оіз 
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Нісоіе, 1683—1758). Свойство, доказываемое Лопиталем, 
было установлено Гюйгенсом (опубликовано в 1673 г.). 

61) Некоторые частные исследования геометрических 
экстремумов произвели еще греческие математики; встре¬ 
чаются они и в средние века и в начале нового времени. 
Кеплер (ІОІ 1 . Керіег, 1571—1630) в замечательном исследо¬ 
вании объемов тел вращения („Зіегеотеігіа сіоИогит*, 1615) 
отмечал, что около максимума изменения величины неза¬ 
метны; аналогичную идею, впрочем, высказывал еще средне¬ 
вековый французский математик Орезм (Нісоіе Оге$те, 
1323?—1382). Первый методический прием разыскания наи¬ 
больших и наименьших значений дал в 1638 г. Ферма, 
владевший им примерно с 1629 г. Он подставлял в иссле¬ 
дуемое выражение вместо неизвестного А сумму А В, 
приравнивал оба получившихся выражения, после уничто¬ 
жения одинаковых членов сокращал на Е и затем отбрасы¬ 
вал все члены, еще содержавшие Е, Получившееся 
уравнение, которое, очевидно, соответствует нашему 

Дд?->0 

(Я=Дл', А=^х), дает значение Л, при котором величина 
может иметь экстремум. Гудде (1658) умножал члены иссле¬ 
дуемого выражения на члены произвольной арифметической 
прогрессии и результат [в том случае, когда прогрессия 
есть о, 1, 2, ..., д, где /2 — степень исследуемой /(.ѵ), 
он совпадает с х/'(х)] приравнивал пулю. Доказательства 
своего правила Гудде не привел. Приемы Ферма и Гудде 
применялись лишь к целым алгебраическим функциям и не 
содержали признаков, отличающих максимум от минимума. 
Гюйгенс в 1693 г. несколько развил эти приемы, распро¬ 
странив их на рациональные алгебраические выражения. 

Ньютон в „МеіЬосіиз Пихіопит” (написан в 1671 г., 
опубликован в 1736 г.) разбирает задачу об определении 
экстремума очень сжато, давая обычное правило и два 
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примера, и указывает, что правило Гудде вытекает из 
его собственного, более общего, так как оно справляется 
с иррациональностями. 

Решительный таг вперед сделал Лейбниц в „Коѵа 
теШосІиз", т. е. в 1684 г. Он указывает на зависимость 
между убыванием , и возрастанием функции и знаком ее 
диференциала сіѵ, на наличие при экстремуме равенств 

СІѴ 

или = оо. Знак а-ѵ служит у него для отличения 
вогнутости от выпуклости. 

Случай, когда при экстремуме исчезают первые п произ¬ 
водных, исследовал первым К. Маклорен в 1748 г. Эйлер 
в 1755 г. рассмотрел, хотя и не исчерпывающим образом, 
экстремумы функций нескольких переменных, до того встре¬ 
чавшиеся лишь спорадически, и некоторые особенности 
экстремумов функции, когда производная не обращается 
в нуль. 

Лопиталь в отдельных задачах не производит исследо¬ 
вания характера экстремума и не проверяет его существо¬ 
вания, по теорию развивает довольно подробно. Вторым 
диференциалом он здесь не пользуется и вводит его лишь 
в следующей главе о точках перегиба и возврата. 

Крайне неудачное утверждение, что диференциал сіу 
при экстремуме может быть равен бесконечности, что, 
вообще говоря, неверно и что противоречит определению сіу 
как бесконечно малой величины, Лопиталь исправляет 
в § 47, говоря, что тогда равно бесконечности отношение 

ординаты к подкасательной, т. е. , 

сіх 

Вывод условий экстремума отличен здесь от бернул- 
лиевого (4. В., стр. 27 — 28). Бернулли сперва основывается 
на параллельности касательной и оси, бесконечности 

иодкасательной и равенства откуда ~*^ == О 

СІХ 5/ сіх 

(эти обстоятельства у Лопнталя изложены в § 47). 

26 Зак. іѵКЗІ. — Лопиталь, 
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Эта кривая, известная с XVIII в. под названием 
декартова листа, впервые встречается у Декарта. Незна¬ 
комство со знаками координат обусловило вначале не¬ 
правильное представление о форме линии; верно вычер¬ 
чивалась лишь листообразная часть ее в первом квадранте 
плоскости; о бесконечности ветвей ее не знали. Последнюю 
установил, повидимому, Гюйгенс в 1691 г., определивший 
вместе с тем асимптоты кривой; Лопиталю она тоже известна 
(см. § 14). Квадратура кривой дана И. Бернулли в его лек¬ 
циях по интегральному исчислению (нем. изд, стр. 24—26), 
что, может быть, побудило Лопиталя обратить на нее вни¬ 
мание. Касательную построили Ферма (1633), Барроу (1669), 

См. Ьогіа, цит. соч., стр. 51 — 67. В сноске 13 на стр. 53 
Лориа говорит, что Лопиталь (изд. 1768, стр. 59) называет 
лист „РагаЬоІоісІе сіе М. Оезсагіез**. Это неверно; на стр. 59 
о листе речи нет, а название „РагаЬоІоІсІе* употребляется 
на стр. 31 и вполне правильно. Там же у Лориа опечатки 
в указаниях страниц книги Лопиталя, где говорится о листе 
(9 вместо 19, 243 вместо 234). 

В знаменателе а- стоит снова для однородности 
(ср. прим. 34). 

67) Отношение Оі : 01, в силу наличия общей гипоте¬ 
нузы, равно отношению синусов указанных углов. Выра¬ 
жение тригонометрических величин через отвлеченные числа 
вообще —дело второй половины XVIII в., в особенности 
Эйлера. До того под синусом, например, понимали соответ¬ 
ствующую линию — катет, — при данном угле имеющую 
различную длину, в зависимости от величины выбранного 
за основу радиуса (гипотенузы), называвшегося полным 
синусом (зіпиз іоіиз). 

Словом .коэфициент* переведено „Іе$ ^иапи^ё5 ^иі 
тиііірііепі" {йх или (іи). Термин „коэфициент* (Іоп^ііисіо 
соёПІсІепз) имеется у Висты для обозначения множителя в 
члене уравнения, вводящегося для однородности последнего 
и придающего этому члену надлежащее число измерений. 
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69) Чертеж Лоппталя неудачен и может привести 
к мысли, что ^СОЕ = = г/. Это привело коммента¬ 

тора издания 1768 г. к ошибке. Он пишет: ,§ 58, стр. 69, 
изложен, на мой взгляд, с меньшей точностью, чем другие; 
доказательства, которые я могу тому привести, к сожалению, 
слишком очевидны. 

1°. Так как ^ЕЕО = ^СЕО (черт. 42) углы при О — 
прямые и сторона — общая у обоих треугольников ГОЕ 
и СОЕ, то эти треугольники следовало бы сделать вполне 
одинаковыми. Этот недосмотр бросается в глаза вниматель¬ 
ному и аккуратному читателю. 

2°. Если предположить, что угол ГЕО должен быть 
равен углу СЕО, то задача решается очень легко. Искомая 
точка Е является точкой, через которую проходит радиус 
круга ЛЕБ, пересекающий по продолжении линию СГ, 
соединяющую обе данныеточки под прямым углом. Поэтому 
Нет нужды искать эту точку с помощью пересечения круга 
и гиперболы" (изд. 1768, стр. 325—326). 

Виноват чертеж; действительно, если углы при О — 
прямые, то СО = ОГ и СО = О/*', и тогда определение 
точки Е абсолютно элементарно. Но Лопнталь не стал бы 
решать такую простую задачу столь сложным путем. У него 
СО ф ОГ (ведь Ь ^а) и углы при О вовсе нс прямые, 
в противоположность чертежу. 

®^) Зопі б^аих еі ветЫаЫез епіг’еііх. 

'^^) В оригинале: Ей біапі Іез Ігасііопз, с1 огбоппап! спзиВс 
Гб^аИІб. Запись вида означает(«2 — ^>2)д;4.оцавстре¬ 

чается у Декарта и Гэрриота (ТНошаз Иаггіоі, 1560—1621) 
и заменяет скобки. 

’^) Еп біапі ІС8 іпсоттепзигаЫез. 

^-^) Эта задача имеется у ^. В., стр. 30; Бернулли по¬ 
средством диференцирования выражения для времени при¬ 
ходит к тому же уравнению. Аналогичная задача рассматри- 
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валась Лейбницем в „Моѵа теНюбиз**. Ріа прямой 55 тре¬ 
буется разыскать такую точку/^, чтобы сумма г>ЕГ-{-Іі» СЕ 
(Е н С —точки, лежащие по разные стороны прямой, г н 
к-— постоянные)была минимумом; Лейбниц дает оптическую 
интерпретацию задачи (Л, г—плотности сред, разделенных 
прямой 55); ход решения у него вначале таков же, как 
у Бернулли и Лопиталя, но он не составляет уравнения 
четвертой степени, а применяет результат диференцирова- 
ния к выводу закона, что синусы угла падения и прело¬ 
мления относятся обратно пропорционально плотности сред 
(ср. статьи, изданные О. Ко>ѵа1е^ѵ$ку, стр. 9—10). 

’З) Ср. Л. В., стр. 32. В манускрипте лекций Бернулли 
получающееся кубическое уравнение оставлено нере¬ 
шенным. 

7^) Задача об определении дня кратчайших сумерек, 
как сообщал И. Бернулли в Лоигпаі без Зсаѵапз от января 
1693 г., занимала его и брата Якова в течение 5 лет. Он 
приводит там лишь результат решения, сформулированный 
в тех же словах Лониталем в предпоследней фразе реше¬ 
ния (см. ЛоЬ. Вегпоиііі, „Орега отпіа", т. I, стр. 64). Время 
публикации сообщения Бернулли и наличие той же задачи 
у Л. В. (стр. 33) лишний раз подтверждают зависимость Лопи¬ 
таля от Бернулли и справедливость отнесения составления 
оригинала конспекта швейцарского математика к 1692 г. 
Устарелая терминология и тяжесть изложения Бернулли, 
на которое указывает Шафхейтлин (Л. В., стр. 54—55), 
свидетельствуют о том же. 

Задачей этой заканчивается как у Бернулли, так 
и у Лопиталя отдел об экстремумах. 

^5) Еще Ферма около 1640 г. указал, что в точке пере¬ 
гиба угол касательной с осью имеет максимальное или 
минимальное значение. В 50-х годах XVII в. этим вопросом 
занимались Гюйгенс, Скаутен, определявший место пере¬ 
гиба как точку слияния трех точек пересечения кривой и 
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прямой, дс-Слюз, Гудде, опиравшийся, вероятно, на мысль, что 
из точки перегиба исходят две совпадающие касательных, 
и др. В „МеІЬосІиз Пихіопит" Ньютон дал правило нахожде¬ 
ния „точки прямизны* (рішсіит гес(і1ис1іпі$) с помощью 
приравнивания нулю второй флюксии, т. е. второй произ¬ 
водной. Лейбниц в „Коѵа теШобцз" утверждал, что в точке 
перегиба (ісіѵ = 0, причем, несколько неудачно выражаясь 
писал, что точка перегиба (рипсіит Вехи соп(гагіі) имеется 
тогда, когда „ни ѵ, ни Лѵ не равны пулю, а йсіѵ равен 
нулю". На самом деле ѵ и (іѵ могут быть равны нулю в 
точке перегиба, хотя это и не признаки ее наличия. На пе¬ 
ремену знака (і(іѵ Лейбниц также указывает. Для кривой, 
заданной в полярных координатах, точки перегиба изучал 
в 1692 г. Я. Бернулли, основываясь при их определении па 
том, что отрезок, отсекаемый касательной на неподвижной 
оси, должен быть для касательной в точке перегиба 
наименьшим. 

Подробности см. Г. Г. Цейтен, цит. соч., ч. II, и Сапіог 
цит. соч., т. III. 

Определение точек перегиба у И. Бернулли гласит: 
„Существуют некоторые кривые, обладающие двойной 
кривизной, а именно сперва вогнутые по отношению к оси, 
а затем выпуклые, или наоборот, сперва выпуклые, а затем 
вогнутые; точка, отделяющая эти два изгиба, являющиеся 
концом первого и началом следующего, называется точкой 
перегиба* (і. В., стр. 38). 

Точки возврата, о которых говорит Лопиталь в этой 
главе, — первого рода; в них ветви кривой располагаются 
по разные стороны от касательной. В „Диференциальном ис¬ 
числении* Бернулли они не встречаются. И. Бернулли в 1695 г. 
сообщил Лейбницу, что переписывался ранее с Лопиталем 
по вопросу о наличии точек возврата у кривых вроде 
полукубической параболы. Так как корреспонденция Лопи- 
таля и Бернулли полностью не была опубликована, то судить 
о размерах влияния последнего на первого в данном слу- 
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чае трудно; но в пользу больших размеров этого влияния 
говорят все общие соображения, высказанные выше. На¬ 
звание точек перегиба у Лопиталя, роіпіз сіез геЬгонззетеп!, 
принадлежит, повиднмому, И. Бернулли. 

Точки возврата встречаются, между прочим, в „Тгаііб 
бе Іа Іитіёге** Гюйгенса (составл. около 1678 г., папечат. в 
1690 г.); в известных случаях, именно, световые волны 
имеют форму соприкасающихся выпуклостями кривых (см. 
конец VI гл. „О форме прозрачных тел, служащих для 
преломления и отражения"). 

7®) Замечания Лопиталя относительно точек перегиба 
неполны; он ограничивается использованием второго ди- 
ференциала, не рассматривая того случая, когда обращается 
в нуль ряд высших производных, или диференциалов. 
Первое детальное исследование особых точек кривых со¬ 
держится в Іпігобисііо Іп апаіузіп іпііпііогит Эйлера (1748). 
Здесь он, перенеся начало координат в исследуемую точку 
М (р, д) с помощью формул х = р-\-і, у = д-\-и, записы¬ 
вает уравнение кривой в виде: 

Аі + Ви + + Оіи + ЕіГ- +.,. = 0 

и рассматривает случай, когда А и Б в точке М равны 
нулю. Уравнение принимает, вообще говоря, вид: 

СГ- + 01и -\-Еи^ + .., = 0; 


точка А1 — двукратная. Кривая в соседстве с ней имеет форму 
кривой 

а2 + ОШ + = о 

(отбрасываются члены с высшими степенями /, н); если 
7)2—4СЯ<0, то М—изолированнаяточка; если ^2 —4СЛ>0, 
то—двойная, в которой кривая имеет две различные каса- 
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тельные, если ^2 — ^СЕ = 0, то обе эти касательные сов¬ 
падают, н кривая имеет, вообще говоря, точку возврата. 
В случае ^ = 7) = ^ = 0 точка М будет кратности больше 

двух и т. д. Условия Эйлера — 4СЕ^0 ныне для 

кривой /(л:,з') = о запишутся в виде: 




4,/^ о- 


XX ^ у у 


Термин .особые точки" (роіп1$ зіпйиііегз) введен был 
в 1740 г. французским математиком де-Гюа де-Мальвом 
(^сап Раиі сіе Оиа сіе Маіѵез*, 1712—1785). 

Второй вывод правила, основывающийся па перемене 
знака (і(іу при возрастании абсцисс, явно неприменим 
к точкам возврата, в соседстве с которыми ордината 
имеет два значения. 

Вывод правила для определения точек перегиба у 
И. Бернулли для декартовых координат по сути тот же; но 
он дает два правила, которые, как, повидимому, заметил 
Лопиталь, совпадают (см. і. В., стр. 38—39). 

Подробности об особых точках 2-го порядка и призна¬ 
ках их существования см. у Ш. Ж. Валле-Пуссен, „Курс 
анализа бесконечно малых", 1933, т. II, § 316 и сл. 


^^) Последняя пропорция МН : ТН = ТН : НО полу¬ 
чается из тН : НМ = ТН : НО. При чтении этой це¬ 
пи пропорций не следует упускать из виду, что знак ра¬ 
венства относится лишь к непосредственно соединяемым 


величинам ^т. е., 
ВМ.ВТ и т. п. 


например, ВТ = у 


сіу} 


а не к отношениям 


7®) Результат, полученный здесь Лопиталем, несколько 
отличается по виду от ныне употребляемой формулы. 
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Если обозначить у через р, сіх через р то 



^ йу ' 

При днференцированин (й^со — постоянно) получается: 

— р‘^ ^“Р 

- — , 

Оі = ОН-\-Ш= + 2р 


Приравнивая эту дробь нулю и сокращая на рс^о), полу¬ 
чим известное условие точек перегиба в полярных коор¬ 
динатах: 


р2 ^ 2^р2 — р йГ<^р = 0. 


Так как Лопиталь берет при дпференцировапии постоянным 
сіх = ^ то он получает отличную формулу, в кото¬ 


рой Му не совпадает с с'г/р, 
соответствующим сЫ = сопзі. 
(Сравнение формул показывает, 




Вывод И. Бернулли несколь¬ 
ко отличен. Тогда как Лопиталь 
берет две соседние касательные, 


■^0 Бернулли рассуждает так (і. В., 
стр. 44—45). Пусть В —точка 
перегиба. Из полюса Р про- 


Черт. 12, 


водятся прямые РБ, РЬ, образующие бесконечно малый 
угол БРЬ\ затем восстанавливаются перпендикуляры к ним 
РО, Р(і* Касательная в точке перегиба ВЬ(і является одно¬ 
временно касательной в точке Ъ (именно в силу того, что 
В — точка перегиба, где касательные в двух бесконечно 
близких точках совпадают; ср. § 67 Лопиталя). Из центра 
Р описываются дуги Ве, ^сі н вводятся обозначения 
РВ=^РЬ = г, РО^ра^ и Ве = (іу\ тогда цВ = (11. 
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Из подобия секторов еВР и ^ЬеВ и 

следует, что 

РБ : Р(і == Бе : и Ье : Бе дсі \ 


откуда 


. 1(1}; і(1у^ . .. 


Далее (в силу подобия /\ЬРй и АЬеБ, где еБ рассматри¬ 
вается как прямая): 

Р({: РЬ=:^ Бе: Ье, 


т. е. 


Следовательно, 


і : г = (Іу : сіг, 
= (іг- (Іі, 


2 

Имея в виду, что (1у = й(1ы, г = о, /= — К-—» легко 

(/р 

получить отсюда известное условие точки перегиба. 

Совпадение около точек перегиба двух бесконечно 
близких касательных, отмечаемое, как сказано, и Бернулли, 
соответствует тому, что близ перегиба расстояние точек 
кривоіі от точек касательной есть бесконечно малая 3-го 
порядка, а не 2-го, как это случается в обыкновенных точ¬ 
ках (при разложении по формуле Тейлора разность орди¬ 
наты кривой V и ординаты касательной у будет К — 3 ^ = 
/гЗ 

=: (-^Ч- ОЛ), в силу того, что /" (дг) = 0; I О I < 1, 

/і — бесконечно малое приращение). Между прочим, раз эти 
касательные совпадают, Лопиталю следовало бы предпочесть 
вывод условия точек перегиба Бернулли (см. предыдущее 
примечание). Инфинитезимальный смысл утверждения 
относительно точек возврата соответствует тому факту, что 
точку возврата можно рассматривать как стянувшуюся петлю 
кривой близ узловой точки. При стягивании петли две про¬ 
ходящие через узел различные касательные сближаются; угол 
между ними неограниченно уменьшается; в пределе они 
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сливаются, когда петля превращается в точку возврата. 
Кроме того, в точке возврата кривая сильнее удаляется 
от касательной, чем в обыкновенной.—Обоснование обоих 
этих результатов у Лопиталя страдает тем недостатком, 

что в точке перегиба может быть ^ = оо, а в точке 


^2у 

возврата бывает равно и пулю. Комментаторы Лопиталя 


упрекали его в том, что из его текста следует, будто в точках 
перегиба обязательно йсіу = 0, а в точках возврата сісіу = с». 
Еще Вариньон (1724)7отметил, что при сісіу = оо может не 
иметься точки возврата (ср. § 70 „Анализа** и коммен¬ 
тарий нзд. 1768 г., стр. 344 и 346). Текст Лопиталя дей¬ 
ствительно дает здесь повод к недоразумению, но из его 
решения задач видно, что он знал случаи, когда при перегибе 
сісіу = со (см. § 69). 

8^) Если переписать уравнение 
дл:2 


в форме 


у=^а 


«8 

д:*^ + «2 » 


то видно, что рассматриваемая кривая есть смещенная 
версьера Аньези, уравнение которой обычно записывается 
так: 

_ дЗ 

■ 

Кривая имеет две точки перегиба, и асимптотой служит 
ось Ох, Впервые встречается написанное выше уравнение 
у Ферма(1657), занимавшегося квадратурой кривой. Название 
ѵегзіега (вероятно, от латинского ѵегіеге — обращать, но 
отнюдь не итальянское ѵегзіега — ведьма) она получила 
в 1748 г. у итальянской ученой-математика Аньези (Магіа 
Оаеіапа А^пезі, 1718—1799). Аньези определяет ее тем свой- 
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ством» что АВ\ВП^АС\ВМ, откуда сразу вытекает 
при АБ:=у, ВМ == X приведенное уравнение. 

См. Ьогіа, цит. соч., стр. 75—80. 

Бернулли разбирает эту задачу (см. і. В., стр. 39). Чер¬ 
теж в копии і. В. при этом грубо неверен. Шафхейтлип 
указывает, что «одновременное использование этой почти 
Не употреблявшейся тогда кривой характерно для зависи¬ 
мости Лопиталя от Бернулли" (і. В., стр. 55). 

®^) Следует помнить, что „удлиненная" циклоида Лопи¬ 
таля называется теперь укороченной, действительно имею¬ 
щей точку перегиба (удлиненная и обыкновенная циклоида 

ее не имеют). Так как ОГ^ — АО и ЕР=^ЕВ-\-ВГ, 

, Ьи ^ 

то V = 2: -1-. 

а 

8^) Бернулли решает эту задачу тоже двумя способами: 
і. В., стр. 40—42 и 45—46. И он и Лопиталь не пользуются 
лишними корнями уравнения, не дающими точек перегиба. 

®3) Об этой кривой сообщал в письмах Гюйгенсу 
(1663) де-Слюз; ее называют конхоидой Слюза; де-Слюз опре¬ 
делил в 1663 г. ее точки перегиба. Кривая эта потом 'была 
забыта до 80-х годов прошлого века. 

Подробности см. у Ьогіа, цит. соч., стр. 71—74, 

Бернулли решает задачу и в прямоугольных и в поляр¬ 
ных координатах (см. Л. В., стр. 42—43 и 46—47). Полярное 
уравнение конхоиды де-Слюза, если взять Р/^= ^,^АРР = 
и за полюс выбрать Р, а за полярную ось —РЛ, будет: 


ибо 


(р С 08 ОЗ — Ь) = а С 08 ^ О), 


Р/) = 


Ь 

С08 (О * 


ОР^р^ 


Ь 

С08 О) 


По недосмотру при выкладках в выражении для сіу и 
йсіу неверен знак числителя, а в знаменателе сІ(іу\ кроме 
того, недостает множителя х (ср. комментарий изд. 1768 г., 
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стр. 349). Повидимому, в первом издании Лопиталя стояло 
вместо 4лдгд; —по опечатке что ошибочно 

было исправлено самим автором на 4ах — 

Любопытно, что в двух местах этой задачи пишется 
не XX, а л -2 (в изд. 1768 г.). 

8 ^) Параболическая спираль была впервые введена 
в 1691 г. Я. Бернулли, называвшим ее „рагаЬоІа 1іе1ісоі(іі$“ 
или „$ріга1І8 рагаЬоІіса**. Он согнул ось обыкновенной па¬ 
раболы в окружность АЕО, за ординаты принял перпен¬ 
дикуляры к ней ЕЕ, за абсциссы ее отрезки ЛЕ и связал 
координаты той же зависимостью, что и у параболы: 
ЕЕ'^=ЬАЕ (у Бернулли: у2 =/л). В посвященной этой кри¬ 
вой работе, опирающейся на ле^бницев алгорифм, впервые 
были введены полярные координаты. Я. Бернулли построил 
ее касательные, точки перегиба, нашел квадратуру и свел 
ее ректификацию к квадратуре некоторой кривой, с по¬ 
мощью которой открыл ряд свойств дуг спирали. Ректи¬ 
фикация ее, между прочим, привела его фактически к пер¬ 
вому в истории математики эллиптическому интегралу. 

Если обозначить 3 ; = р, 6 = 2/?, 2 = асо, то полярное 
уравнение спирали будет: 

(р — л)2 = 2^рсо. 

Форма кривой меняется в зависимости от величины 
дроби ; у Я. Бернулли рассмотрен случай = 4;:. 

См Ьогіа, цит. соч., стр. 439—440. 

Ср. решение задачи у Л. В., стр. 47—48. Последние два 
члена уравнения для определения точек перегиба, в резуль¬ 
тате ошибки при вычислениях, в рукописи Бернулли имеют 
неверные знаки. 

Развертки впервые появляются в „Ногоіо^іит 
08СІ11аіогіит“ Гюйгенса, который и назвал их эволютами 
(от латинского еѵоіѵегс — развертывать). Заметив, что нор- 
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Мали к циклоиде касаются некоторой другой циклоиды, 
равной первой и лишь смещенной путем параллельного 
переноса, он установил, что первая циклоида (разверты¬ 
вающаяся) получается при свертывании со второй (раз¬ 
вертки) нити, один конец которой закреплен на развертке 
и которая при свертывании постоянно остается натянутой. 
Гюйгенс вывел основное свойство разверткп (касательная 
к ней нормальна к развертывающей). Основываясь по су¬ 
ществу на том, что эволюта есть место точек пересечения 
бесконечно близких нормалей эвольвенты, он, с помощью 
инфинитезимальных рассмотрений, дал способ определения 
точек эволюты и выражение длины отрезка нормали между 
эволютой и эвольвентой. Гюйгенс подробно исследовал 
эволюту циклоиды, которую использовал в теории маятни¬ 
ковых часов, а также параболы, обобщенных парабол 
Ферма, эллипса и гиперболы. Равенство дуги развертки и 
свернутого с нее отрезка нити дало в руки Гюйгенсу 
удобный прием ректификации ряда алгебраических кривых 
в алгебраических функциях (ибо развертки алгебраических 
кривых сами суть алгебраические кривые). 

В „МеШобиэ Пихіопцпі" Ньютон также исследовал и при¬ 
менял развертки. 

Развертки были подвергнуты подробному изучению 
и в .Лекциях по интегральному исчислению" И. Бернулли. 

Радиус развертки (радиус кривизны) Лопиталь назы¬ 
вает гауоп бе Іа ббѵеіоррбе. 

Эволюты являются огибающими нормалей кривой; 
обобщение эволют дал в 1709 г. знаменитый французский 
физик Реомюр (Кепе-Апіоіпе бе Кёаитиг, 1683—1757); он 
заменил нормали семейством прямых, пересекающих дан¬ 
ную кривую под постоянным углом. 

См. Ьогіа, цит. соч., стр. 614—628 и Сапіог, т. ІИ, 
стр. 140-143. 

®®) Почти все перечисляемые в § 75—76 свойства раз¬ 
верток описаны и доказаны в і5-й лекции „Интег- 
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рального исчисления" Бернулли (изд. О. Коѵаіеѵзку, 
стр. 63—66). Доказательства, впрочем, у Бернулли и 
Лопиталя иногда различны. 

8^ Формулу радиуса кривизны в прямоугольных коор¬ 
динатах можно было бы получить из упомянутого в прим. 77 
гюйгеисова выражения для отрезка нормали. В „МеШобиз 
Лихіопиш** (пробл. V) Ньютона она имеется в почти совре¬ 
менном виде: _ _ 

\ гг У 1 + гг 

. -- > 

г 

где 2 != у, х=1. В форме 

— 

^ (іу (ійх 

(.5 — длина дуги, у — абсцисса, х — ордината) ее дал 

в 1694 г. Я. Бернулли. В виде - ІІ Г ^х а сіу -^^ 

имеется у И. Бернулли (нем. изд. „Интегрального исчис¬ 
ления*, стр. 71). Вывод, даваемый И. Бернулли, точно 
совпадает с тем, котооый Лопиталь приводит первым в §79. 
Другой вывод Бернулли (нем. изд., стр. 71— 72), у него, впро¬ 
чем, изложенный не до конца, есть третий способ § 79 Лопиталя 
Формула радиуса кривизны в полярных координатах 

у у У ах^ -(- ау^ 

йх^ (іх йу^ —усІХ(1(іу 

при заменах 

у = р, С^Х = р й^О), {іу = 

^.ѵ2 ^г/у^^у йсіу = р2 ^ 0)2 + 2(ір^ — р^2р 
(см. прим. 69) переходит в известное выражение: 


3 













Примечания редактора 


415 


Вообіце говоря, в точке перегиба радиус кривизны 
равен бесконечности, так как в нейу' = 0. Однако мо¬ 
гут представиться случаи, когда в перегибе радиус пре¬ 
терпевает разрыв иного рода. Это может произойти, 
когда и у' и у" в этой точке разрывны. Например, кри¬ 
вая у = в начале координат имеет перегиб; далее, так как 


2 7 



При стремлении х к нулю г неограниченно убывает, 
но в самом начале координат он разрывен вместе с у' 
и У' и не имеет определенного значения. Результат, по¬ 
лучаемый Лопиталем, объяс¬ 
няется тем, что он исходит 
здесь из иного понимания ра¬ 
диуса кривизны, чем обычно 
Если рассматривать последний 
как радиус соприкасающегося 
круга, т. е. круга, служащего 
пределом для кругов, про¬ 
ходящих через три точки кривой, стремящихся слиться 
в одну, то в случае, разбираемом Лопиталем, соприкасаю¬ 
щийся круг не определен. При различном выборе после¬ 
довательностей трех точек на кривой получаются различ¬ 
ные результаты; так, если постоянно выбирать их на секущих 
прямых, проходящих через точку перегиба, то получается, 
что г = со. В обычном случае предельное положение со¬ 
прикасающегося круга не зависит от выбора последова¬ 
тельностей этих трех точек кривой. По существу Лопиталь 
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определяет радиус кривизны в точке перегиба как пре¬ 
дельное значение радиусов кривизны слева и справа от 
нее. Тогда, действительно, и для кривой = получается 
по приведении: 



Ііт г = 0. 
д;-» о 


Аналогичное обстоятельство может встретиться, если 
соединить две дуги кривых, одну вогнутую и другую 
выпуклую, близ соединяемых концов которых г неограни¬ 
ченно убывает. Разрыв радиуса кривизны в перегибе лег¬ 
ко получить также, соединив, например, две полуокруж¬ 
ности наподобие синусоиды; радиус кривизны определен 
слева и справа от точки перегиба и при переходе через 
нее меняет знак. 

И. Бернулли сообщал в 1695 г. Лейбницу о своей пе¬ 
реписке с Лопиталем по вопросу о радиусе кривизны в точ¬ 
ках перегиба; при этом, говорит он, они пришли к убеж¬ 
дению, что бывают точки перегиба, в которых г равен нулю, 
а не бесконечности; другого конечного значения радиуса 
кривизны в такой точке быть не может (ЬеіЬпіг, „МаШ. 
5с1іг.“, т. III, стр. 185). 

Тем же вопросом занимался в 1750 г. швейцарский ма¬ 
тематик Крамер (ОаЬгіеІ Сгашег, 1704— -1752) (см. Сапіог, 
цит. соч., т. III, стр. 840). 

®^) Эта задача решена была еще Гюйгенсом; имеется 
решение и в „Интегральном исчислениіг И. Бернулли 
(нем. изд., стр. 69 и 73—74. В дальнейшем при ссылках 
на это издание ставятся буквы I. К.). 

^) „Геометрические” кривые —- это алгебраические 
кривые; только их уравнения можно было выразить тогда 
в прямолинейных координатах в конечном (не днферен- 
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ИНалыіом) виде с помощью известных знаков функций. 
Термин „алгебраические кривые" ввел еще в 1684 г. Лейб¬ 
ниц, заменивший им принадлежащее ему же выражение 
^аналитические кривые". 

Трансцендентные кривые (тоже термин Лейбница от 
1686 г.) назывались механическими. И. Бернулли при¬ 
мерно до 1700 г. придерживался старой терминологии, 
укоренившейся в XVII в. благодаря Декарту. 

Ср. I. К., стр. 66. 

0-) Относительно всех этих утверждений см. также 
Прим. 80. Вообще говоря, в точках возврата первого рода 
радиус кривизны равен нулю. См., например, Э. Чезаро, 
„Элементарный учебник алгебраического анализа и исчис¬ 
ления бесконечно малых" (пер. К. А. Поссе, 1914, т. II, § С08). 

^3) Эволюты эллипса и гиперболы, отнесенных к глав¬ 
ным осям (полуоси а, Ь\ будут: 

2 2 



где 6:2 = Развертка эллипса — замкнутая кривая 

и не кончается (зе Іегіпіпе) на малой оси, как неудачно 
выражается Лопиталь, знающий, что на самом деле опа 
продолжается далее (иначе нельзя было бы говорить 
о точке возврата). Развертка гиперболы разбирается в 
„Интегральном исчислении* И. Бернулли (I. К., стр. 74—75). 

„Половина параметра малой оси*, если принять 

современное обозначение осей, равна 
Ср. I. К., стр. 75-76. 

Развертку логарифмической спирали нашел Я. Бер¬ 
нулли в 1692 г. Ср. также I. К., стр, 108—109, 


27 Зак, 2051. — Лопиталь, 



"іІВ Примечания редактора 

Спирали высших порядков — обобщения архимедо¬ 
вой спирали — имеют в полярных координатах уравнение: 

{т — положительное число). 

Ферма описал ряд их свойств водном письме от 1636г. 
Он дал их квадратуру и свел спрямление к спрямлению 
парабол высших порядков. Последним вопросом с успе¬ 
хом занимался и Торичелли в 1644 г. 

См. Ьогіа, цит. соч., стр. 434—436. 

Предыдущий член первого отношения ТА 4- т + \АО 
не объединен горизонтальной чертой, поскольку не может 

быть недоразумений в понимании записи [ а4-^’^озна- 

, Ь 

чает не а4-—, но только 
' с 

Ср. I. К., стр. 75 и 78. 

99) С помощью этой леммы далее доказывается ряд 
теорем о площадях и длинах фигур, относящихся по су¬ 
ществу к интегральному исчислению. 

190) ^а ^иа(1га1и^е аЬзоІие іпсіерепсіапіе сіе сеііе сіи 
сегсіе. 

^91) Лопиталь (как и И. Бернулли в то время) назы¬ 
вает эпициклоиды н гипоциклоиды обычно просто гои- 
Іеііез, чего перевод не придерживается. 

Эпициклоиды встречались еще в древности, в птоле¬ 
меевой системе мира (II в. н. э.), согласно которой пла¬ 
неты обращались вокруг земли по эпициклондальным или 
еще более сложным кривым. Арабский ученый Насср-Эд- 
дин (1201—1274?) и знаменитый Коперник (Nік. Соррег- 
пісиз, 1473—1543) заметили, что при качении окружности 
по внутренней стороне неподвижной окружности вдвое 
большего радиуса точки первой описывают диаметр второй 
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Художник и строитель Дюрер (АІЬгесІіі Оіігег, 1471—1528) 
указал па построение особого вида эпициклоиды с по¬ 
мощью специального прибора. Около 1674 г. в бытность 
в Париже датский астроном Рсмер (Оіаі РОтег, 1644—1710) 
и до пего, повидпмому, основатель проективной гео¬ 
метрии Дезарг (Оігагсі Оезагйиез, 1593—1661) указали, что 
зубчатые колеса, профиль которых имеет форму эпици¬ 
клоиды, испытывают наименьшее трение. Свойства эпи- 
п гипоциклоид были подробно исследованы геометрическим 
Путем ла-Гиром в 1694 г., давшим ряд теорем об их ква¬ 
дратуре, спрямлении (когда описывающая точка лежит на 
периферии описывающего круга), касательных, телах вра¬ 
щения и т. д. Он возвращался к ним также в 1706 н 
1708 гг. Ряд механических приложений эти кривые полу¬ 
чили в „Математических началах натуральной философии* 
Ньютона (1685), где изучены также их эволюты. Весьма 
детально проведено рассмотрение их в „Интегральном 
исчислении* И. Бернулли (I. К., стр. 92--108). 

См. Ьогіа, цит. соч., стр. 479—504, 

^^2) Ср. очень сходные формулировки в I. К. И. Бер¬ 
нулли, стр. 100—101. И. Бернулли дает доказательство 
этих свойств методом интегрального исчисления. 

1^3) Ср. I. К., стр. 101. 

^^0 ^ К- и. Бернулли (стр. 101): „Если образующий 
круг движется по вогнутой стороне неподвижного, то диа¬ 
метр образующего круга становится отрицательной вели¬ 
чиной. Поэтому для получения спрямления н измерения 
длины и площади циклоидальной кривой нужно произвести 
следующую замену** и т. д. 

^^^^) Под отношением чисел, очевидно, понимается от¬ 
ношение рациональных чисел. 

Ср. I. К.: „Некоторые циклоиды суть геометрические 
кривые, некоторые же — механические. Этого, насколько 
мне известно, никто до сих пор не заметил. Я утверждаю 
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именно следующее. Если круги АВС и ВОЕ таковы, что 
радиус ЕВ относится к радиусу ОВ [О — центр подвиж¬ 
ного, Е —неподвижного круга.— А, /О.], как число к числу, 
т. е. если их отношение выражается отношением чисел, 
то я утверждаю, что циклоида АОС есть геометрическая 
кривая. Наоборот, если отношение радиуса ЕВ к радиусу 
ОВ не выражается отношением чисел, то циклоида АОС 
есть механическая кривая. Первое доказывается следую¬ 
щим образом... Остается, таким образом, доказать, что 
можно геометрически определить дугу ВО, относящуюся 
к данной ВТ,.. как число к числу. 

Если... (радиус АЕ относится к радиусу ВО.-— 
А. Ю.) как, например, 13 к 5, то нужно, очевидно, взять 
дугу ВТ два раза и еще три пятых ее... Но известно, 
что данную дугу, или, что то же, данный угол можно 
геометрическим путем разделить на любое число равных 
частей. Именно, при этом всегда приходят к геометри¬ 
ческому уравнению, соответствующему делению угла" 
(стр. 95—96). 

Поразительно не только общее сходство текстов, 
но и совпадение выбранного отношения 13:5. 

Что уравнение, о котором здесь говорится, алгебраи¬ 
ческое, можно увидеть хотя бы из формулы: 

^соз = соз 9 + 

9 . 9 

откуда для определения соз*^ или зш получается урав¬ 
нение ; 2 -й степени. 

Совпадение текстов продолжается и при разборе слу¬ 
чая несоизмеримости радиусов. Бернулли пишет: „Вся¬ 
кая подобная как геометрическая, так и механическая ли¬ 
ния или замыкается или продолжается неограниченно, так 
как ее образование всегда можно продолжить. Если обра¬ 
зующий круг АВС описывает при своем первом обороте 
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посредством точки А циклоиду АОВ, то эта циклоида еще 
нс закопчена, по при продолжающемся качении будет опи¬ 
сана вторая циклоида ЕГО, затем третья ОНІ, затем чет¬ 
вертая ІКЬ и т. д. до тех пор, пока, наконец, точка А 
после нескольких оборотов не вернется в свое начальное 
Положение А. В этом случае при продолжении качения 
снова полупится та же циклоида, так что все эти циклоиды 
вместе составляют только одну кривую АОЕРОН1КІ^і-А. 
Если же радиусы неподвижного и образующего круга не¬ 
соизмеримы, то пх окружности тоже несоизмеримы. По¬ 
этому образующий круг АВС совершит бесконечно много 
оборотов, прежде чем точка А не вернется опять в свое 
начальное положение А, Таким образом получится бесчис¬ 
ленное множество циклоид, которые образуют одну кри¬ 
вую АПЕРОИІКІ^ и т. д. Я утверждаю, что эта кривая — 
механическая. Если скажут, что она геометрическая, то 
проведем через кривую какую-либо прямую НГ, Эта пря¬ 
мая пересечет (ясным образом) кривую в бесконечном числе 
точек Я, т, п, и т. д., Г. А так как уравнение, выражаю¬ 
щее природу какой-нибудь линии, должно иметь число из¬ 
мерений, по меньшей мерс равное числу различных точек, 
в которых эта линия может пересекаться с прямой, то 
уравнение, выражающее природу этой кривой, будет 
иметь бесконечное число измерений, что бессмысленно. 
Следовательно, кривая — механическая. 

Отсюда ясно, что невозможно разделить данную дугу 
круга па две части, которые относятся как число к числу 
иррациональному (пиіпегиз зигсіиз), т. е. несоизмеримы" 
(стр. 96-97). 

За незначительными отклонениями текст Лопиталя и 
здесь почти дословный перевод бернуллисвого. Характерно 
также употребление Лоіінталем (стр. 233, строка 2 снизу) 
слова зоигсіе для обозначения иррационального числа, как 
оно и переведено; у Бернулли в латинском оригинале пи¬ 
шется питегиз зигбиз. Самый термин восходит к началу XIII в 
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Слово „измерение** передает французское ^ітепзіоп. 
Термин йе^гё (степень) употребляется наряду с сіітепзіоп 
еще Декартом в ^Оёотеігіе*'. 

Любопытно упомянуть о рассуждениях известного ис¬ 
торика математики Монтюкла (іеап Еііеппе Мопіисіа, 
1725—1799). Трансцендентность обыкновенной циклоиды — 
парадоксальна, ибо циклоида как будто проще эпицик¬ 
лоиды, поскольку прямая проще круга; объясняет ее Мои- 
тюкла так: „Обыкновенная циклоида есть лишь эпицикло¬ 
ида, образованная качением конечного круга по беско¬ 
нечному. Но конечное и бесконечное несоизмеримы. Сле¬ 
довательно, циклоида подпадает под случай эпициклоид, 
у которых основание несоизмеримо с образующим кругом 
и должна быть, как и они, трансцендентна* („Иізіоіге без 
П 1 а^Ьётаіі^ие 8 ", 1799, т. И, стр. 392). 

іов) В 1692 г. Лейбниц показал, что у данной развертки 
имеется бесчисленное множество развертывающих, в зави¬ 
симости от размера длины свертываемой нити. Их рас¬ 
стояния между собой по нормалям одинаковы, т. е. они 
параллельны. 

Ср. также I. К. И. Бернулли (стр. 80—85), где уста¬ 
новлены те же свойства, что в § 108 Лопиталя, и разобран 
пример эвольвенты кривой ах^=у\ 

Разумеется, под „спрямляемостью* у Лопиталя нужно 
понимать спрямление в алгебраических функциях. 

107) Точка возврата второго рода называется Лопиталем 
роіШ (1е геЬгоиззетепі йе Іа зесопйе зогіе. Выражение 
„возвратная кривая* передает французское геЬгоиззапіе. 

Ясно, что части ЕР, ОО получены от разверты¬ 
вания соответственно частей АО, АВ, ОС, Возможно, что 
Лопиталь первый открыл этот вид особых точек. 

Лопиталь не приводит конкретных примеров кривых, 
имеющих точки возврата второго рода. Де-Гюа де-Мальв 
(1740) вообще отрицал существование подобных точек, объ- 
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ясняя „ошибку" Лопиталя тем, что оіг рассматривал лишь 
часть кривой, отдельные ветви которой как будто и обра¬ 
зуют такую точку. Эйлер в 1749 г. выступил в защиту 
Лопиталя и опроверг возражения де-Гюа де-Мальва. Он 
привел также классический образец кривой с точкой воз¬ 
врата второго рода, встречающийся во всех у^іебниках, 
именно кривую с уравнением у =: (особая 

точка — начало координат), Эйлер также подробно иссле¬ 
довал вопрос о точках возврата второго рода для урав- 

пений у = ах^ ±. п и о радиусах кривизны в этих 
точках. См. Сапіог, цит. соч.. т. III, стр. 796—797 и 820—822 
и Ш. Ж. Валле-Пуссеп, цит. соч., т. II, § 318 и сл. 

^08) Каустическими или фокальными кривыми занялись 
в XVII в. в силу интереса, представляемого ими для 
оптики. 

Каустики отражения и преломления (катакаустикн и 
диакаустики, по терминологии И. и Я. Бернулли, 1692) 
суть огибающие семейства отраженных или преломлен¬ 
ных лучей, исходящих из одной точки или параллельных. 

Автором первой работы (1682) по катакаустикам был 
Чирнгауз; он привел без доказательства ряд теорем, частью, 
между прочим, неверных; Чирнгауз вообще отличался то¬ 
ропливостью в публикации своих недоведенных и не ос¬ 
нованных до конца работ, страдавших поэтому поверх¬ 
ностностью и нередко ошибками. Гюйгенс в 1690 г. иссле¬ 
довал ряд свойств диакаустнк. Подробно изучены оба 
вида фокусных линий были И. Бернулли. Днакаустикам 
посвятил специальную работу и Лопиталь: „МеШобе 
Іасііе роиг сібіегтіпег Ісз роіпіз сіез саи$1і^иез раг гёігасііоп 
еіс." {Шт. Рагіз, X, 1666—1699), которую мне пе 
удалось видеть. 

См. Ьогіа, цит. соч., стр. 662—672. 

1^) Без реіііз сбіез. 
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^^0) ср. I. К. И. Бернулли (стр. 114). Эта теорема 
Чирпгауза была впервые доказана Лейбницем в 1682 г, 
(в письме к Чирпгаузу). 

111) Ср. (другой) вывод в I. К., стр. 124—127. 

112) Большая полуось названа в тексте сіеті-ахе 1га- 
ѵегзапі (Іаіиз Ігапзѵегзит—поперечная сторона, по-латыни)— 
старое название большой оси конического сечения. 

113) 121—122 (гораздо менее подробно, 
чем у Лопиталя), 

111) Чирнгауз допустил при решении этой задачи 
ошибку; он полагал, что точки каустики делят пополам 
отрезки между расположенными на одной ординате точками 
данного круга и круга, построенного на АС как диаметре. 

Равенство ЛІС= у МР дал Чирнгауз. 

Каустике круга посвящены стр. 114—121 I. К. 
И. Бернулли. 

115) Ср. I. К., стр. 127-128. 

116) Ср. I. К., стр. 133-135. 

117) Ср. 1. Р., стр. 123, 

118) Ср. I. К., стр. 123. 

118) Задача эта, как и определение соответствующей дна- 
каустики, была решена Я. Бернулли в 1692 г. (ср. также 
I. К., стр. 136-137). 

120) Очевидно, что эта точка будет одним из фокусов 
конического сечения. 

121) Овалы Декарта, рассмотренные последним в „Обо- 
шеігіе", обладают тем свойством, что сумма произведений 
расстояний каждой из их точек ЛГ от двух данных точек — 
фокусов Рі, р 2 ИИ постоянные числа т, п — постоянна. 
Декарт пришел к ним в поисках кривой, нормали к кото- 
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рой в точке М. образуют с прямыми Г^М и Г 2 М углы, 
синусы которых находятся п постоянном отношении. Пусть 

8ІП а: 5ІП р =з: =!і , для общности можно взять оба знака. 

Пользуясь биполярной системой координат и построив чер- 

теж, нетрудно показать, что тогда = ±: — (г^, — ра- 

диусы-векторы), так что /пг^ пг^ = сопзі. Если такой овал 
является границей двух сред, показатели преломления ко- 

торых находятся в отношении то лучи, исходящие 

из одного фокуса, по преломлении соберутся в другом; 
отсюда —- значение подобных овалов в оптике. Эллипс и 
гипербола — частные случаи декартовых овалов (ш = гі: /О* 
См. Ьогіа, цит. соч., стр. 161—170. 

Огибающая семейства кривых (именно, парабол — 
траекторий тел, брошенных под разными углами с данной 
скоростью из данной точки) встречается впервые в 164*1 г. 
у Торичелли. Однако общего подхода к проблеме и ее 
решению у него не имеется. Определенпе огибающей ^— 
касательной семейства кривых, зависящего от параметра — 
как места точек пересечения соседних кривых и прием 
определения ее уравнения с помощью диференішрования 
по параметру дал в 1692 г. Лейбниц; в 1694 г. он опреде¬ 
лил параболу, служащую огибающей семейства кругов 
— у 2 ~ рд^ I _ параметр. Лопнталь вел 
по этому вопросу переписку и с Лейбницем и с Бернулли 
(см. вступительную статью к этому изданию, стр. 35 — 36). 

Щ Огибающей в данном случае, как легко видеть, 

^ 1 

является астроида (нормальное уравнение: ==а 

В следующем параграфе дается спрямление четверти 
астроиды, 

Щ Топіе рагеіііе. 
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12^) По-французски сказано $е$^иіа1^е^е — от латинского 
гаііо 5е8^и^а1(ега, полуторное отношение, 3 : 2. Латинский 
термин восходит еще к римскому математику Боэцию 
(Воёііиз, 480?“524). 

12С) Хорда, соединяющая точки касания двух касатель¬ 
ных, проведенных из данной точки, является, как известно, 
ее полярой; данная точка является полюсом этой хорды. 
В теории поляр конических сечений доказывается, что когда 
полюсы лежат на одной прямой, то поляры образуют пучок 
прямых, пересекающихся в одной точке. 

Диаметр, проходящий через точку С, есть поляра бес¬ 
конечно удаленной точки прямой Еі, По теории полю¬ 
сов и поляр см. II. Ф. Четверухин, .Введение в высшую 
геометрию^, 1934, или Б. К. Млодзеевский, „Основы анали¬ 
тической геометрии на плоскости", 1923. 

127) Правило это принадлежит не Лопиталю, а И. Бер¬ 
нулли, впоследствии его дополнившему, по, видимо, не знав¬ 
шему, что иногда оно не приводит к раскрытию неопре¬ 
деленности, сколько бы раз его ни применять повторно 
(см. вступительную статью к настоящему изданию» 
стр. 32—33). 

128) Лопиталь здесь производит интегрирование, не 
учитывая лишь получающейся при этом постоянной. Его 

ОР АЕ 

отношение -- можно переписать {р/=ОР• 

/•/ Мт--Мп 

где N — центральный угол, Мт = (із^у Мп = еіЗо, ЛЕ = с) 
в виде сізі — (ІЗ 2 = ссі^у откуда 5^ — = а -1- сопзі. 

Таким образом уже Лопиталь знал эту изящную зави¬ 
симость между длинами дуг параллельных кривых. Лориа, 
не отмечая этого, указывает, что чисто аналитическое 
доказательство теоремы дал немецкий математик, изда¬ 
тель известного журнала, Крелле (Аи^изі Ееороіб Сгеііе 
1780—1855) в 1821 г. О параллельных кривых см. Еогіа, цит. 
соч., стр. 643—651. 
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129) О присылке решения этой и некоторых нижесле¬ 
дующих задач Лопиталь просил И. Бернулли в 1695 г. 
(см. вступительную статью, стр. 35). 

13^) Здесь Лопиталь употребляет выражение гоиіеііез 
ехіёгіеигез (эпициклоиды) и гоиіеііез іпіёгіеигз (гипоцик¬ 
лоиды). 


131) В настоящем параграфе Лопиталь рассматривает 
случай точки самоприкосновения; в частности у кри¬ 
вой = л:! + „Каппа-кривая*, уравнение которой 
ах^ = и которая обычно фигурирует в учебниках 

как пример самоприкасающейся кривой, была знакома еще 
раньше; о ней говорится в переписке Гюйгенса и де-Слю- 
за в 1662 г., сю занимался Барроу (1670). Ветвями кривой, 
как правильно указывает Лопиталь, служат ЕОІі и СОР, 
а не ЕОО и НОГ или ЕОР и ООН. 

Чертеж кривой НОМ неполон, так как не учтены 
двузначность корня и возможность двух знаков у лг. 

Сведение квадратуры площади ОРМ к квадратуре ги- 


У * дгЗ —. дЗ 

^ ^ ^ (Іх 


приводит, в частности, к интегралу 






слу¬ 


жащему также для вычисления площади равносторонней 
гиперболы. Выразить последний интеграл по-современному 
Лопиталь не может, так как знак функции логарифма еще 
отсутствует. Вообще в то время естественнее было опре¬ 
делить подобную интеграцию через площадь издавна зна¬ 
комой кривой, чем через сравнительно новое понятие 
логарифма. 


122) в § 48 Лопиталь, имея уравнение /(дг, у)=:0 
определял из того, что — в современных обозна¬ 
чениях—откуда для максимума или 
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минимума находил, что-^=:0. Здесь он прямо поль¬ 
зуется условием ^ = 0. 

133) Таким образом Лопиталь утверждает, что условием 
наличия у кривой „особ/ых“ (по позднейшей термино- 

ч д/ ^ 

нологнн) точек служат = 0. 

ду 

Лопиталь говорит „Іез сіШёгепсез сіез сіенх арріі- 
^и6ез“, что и переведено через ,разность двух ординат" 
хотя имеются в виду обе координаты (общий термин 
соогсііпаіез, введенный Лейбницем, Лопиталь не применяет). 

133) Замена отсутствующего члена уравнения звездочкой 
имеется в „Оёотеігіе" Декарта. 

133) Несколько странное для нас умножение на произ¬ 
вольную прогрессию для получения производного уравне¬ 
ния применял и Ньютон. Доказательство правильности этого 
совершенно элементарно. Пользоваться им в таком виде 
бывает выгодно для уничтожения тех или иных членов 
в .производном" уравнении. 

1*37) ^и*оп Іа тиІіірИе раг ипе рго^геззіоп агИЬтси^ие-- 
имеется в виду почленное умножение членов уравнения 
на члены прогрессии. 

138) Раг 1е ргосіиіі без беих рго^геззіопз агіІЬтбІічнез — 
имеется в виду почленное умножение на произведения 
соответствующих членов обеих прогрессий. 

133) Об известном правиле Гудде для определения 
кратных корней алгебраических уравнений с помощью 
производных уравнений см. также прим. И. Доказа¬ 
тельство, приводившееся Гудде, в модернизированном виде 
можно передать так. Алгебраическое уравнение л-й сте¬ 
пени / (^^) = о умножается па (лг — л*])-, причем /{х^) Ф 0- 
Тогда повое уравнение имеет л* двукратным корнем. Если 
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умножить камсдыП член его па соответствующий член про¬ 
грессии а, а,’\- сі, ,.то получившееся урав¬ 
нение делится, как можно убедиться, на х — лг^ без остатка, 
т. е. имеет однократным корнем, а х — х^ — общим 
делителем с /{х). Если же /(л:)=0 умножить на х — Х\ и 
проделать те же операции, то деление получающегося 
уравнения на л* — без остатка невозможно. 

Уравнение у = — —по существу выражает 

о 

уравнение прямой, проходящей через данную точку Т (—5,0) 
и произвольную точку па оси ординат Я(0,0- Дальней¬ 
шее ныне сводится к совместному решению уравнения 
прямой у=ікх-\-у^ и кривой /(л:, у) = 0 с тем, чтобы 
/(х, Лх+з/о) = о имело двукратный корень для х\ из по¬ 
следнего условия находится к, (Лопиталь же определяет х 
для точки касания). Основная идея этого метода принад¬ 
лежит Декарту. 

См. прим. 4. Декарт решает аналогичные задачи 
чрезвычайно сходным путем (ср., например, определение 
нормали к эллипсу у Г. Вилейтнера „Хрестоматия по 
истории математики", 1932, вып, III, перевод П. С. Юшке¬ 
вича, стр. 27—31). 

1 ^ 2 ) Соприкасающийся круг — сегсіе Ьаізапі. Соприкасаю¬ 
щийся круг (известный и Ньютону, см. Ме11іос1и$іІііхіопит" 
пробл. V) введен был Лейбницем в 1686 г. Лейбниц гово¬ 
рил, что он как бы прижимается к кривой, обнимает, це¬ 
лует ее. Отсюда его название — оскулирующий круг 
(латинское озсиіог — целовать). И Лейбниц и Ньютон указы¬ 
вали, между прочим, что между кривой и соприкасающимся 
кругом в точке касания нельзя провести другого касаю¬ 
щегося кривой в этой точке круга. Термин Лопиталя — 
буквальный французский перевод лейбницева названия. 

Словом „соприкасается** переведено Ъаізе. Точка 
соприкосновения у Лопиталя — роіпі Ьаізапі. 
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